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Partea I. Functii de o variabila

1. Multimea numerelor reale

Notiunile de limitd si de numar real stau la baza analizei matematice. in acest capitol se va defini multimea
numerelor reale. Aceasta este o mult{ime nevida, notata R, la care se ataseaza doua operatii algebrice, una aditiva si
alta multiplicativa, o relatie de ordine, Impreuna cu care R va satisface trei grupuri de axiome: axiome algebrice
(sau de corp), axiome de ordine si axiome de completitudine.

1.1. De la numere naturale la numere reale
O constructie riguroasa a mult{imii numerelor reale porneste de la mulfimea numerelor naturale.
Aceastd multime, notata N, se va extinde la multimea numerelor intregi Z, apoi la cele rationale Q, ca in final
sa se ajunga la R.
Multimea N este considerata ca satisfacand axiomele lui PEANO . Acestea sunt utilizate pentru a defini operatiile
de adunare si inmultire pe N. Scaderea este introdusa prin extinderea lui N la Z si aceasta permitand existenta
solutiilor tuturor ecuatiilor de tip x + m = n, m,n € Z. Pentru a se ajunge la operatia de impartire, mul{imea Z
se extinde la Q formand toate caturile m/n,unde m,n € Z,n # 0. Astfel ne putem asigura ca au solutie toate
ecuatiile detipax+ b =c¢, a # 0.
In final, constructia lui R pornind de la Q poate fi vizuti ca ,umplerea unor goluri” de pe dreapta numerelor
rationale si care corespund numerelor irationale.

1.2. Proprietati algebrice ale numerelor reale

Operatiile aditiva si multiplicativa confera mul{imii numerelor reale R o structura de corp, deci satisfac
axiomele (unde a, b, c sunt numere reale arbitrare):

e Adunarea este o lege de compozitie interna: a + b € R.

e Adunarea este asociativa: (a + b) +c=a+ (b + ¢).

e Este comutativa: a+b=b +a.

e Existenta elementului neutru: Existaun 0 € Rastfelincat a+0=a, Va € R.

e Existenta elementului opus: Pentru orice a € Rexistaun —a € R, astfelincit a + (—a) = 0.

e inmultirea este lege de compozitie interni: a - b € R.

e Este asociativa: (a-b)-c=a-(b-c).

e Este comutativa: a-b=b-a.

e Existenta elementului neutru: Existaun1 € R,1 # 0, cuproprietateacdaa-1=a, Va € R.

e Existenta elementului invers: Pentru oricea # 0 existiun a™! € R astfel incat a-a™! = 1.

e Inmultirea este distributiva fati de adunare: a- (b+c)=a-b+a-c.

Se vor utiliza notatiile

a—b=a+(=b), ab=a-b, %za/bzab‘l,
a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c), abc = (ab)c = a(bc),
a" —aa- - -a
S -n n 0
n a = 1/a (a¢0)§ia=1.

Se vor utiliza simbolurile pentru suma si produs £ si Il definite astfel:



n

n
Zaj:am+am+1+"' +a, si | |a,-=amam+1---an-

j=m j=m

Pe baza axiomelor prezentate anterior, se pot deduce celelalte proprietati algebrice ale lui R. multe din acestea vor
fi regasite 1n exercitiul 1.

1.2.1 Propozitie. Pe R sunt valabile urmatoarele proprietati algebrice:
(a) Elementul neutru pentru adunare este unic.
(b) Elementul opus (pentru adunare) este unic pentru fiecare numar real.
(c) Elementul neutru pentru inmultire este unic.
(da-0=0, Va € R.
(e) Elementul invers (pentru inmultire) este unic pentru orice numar nenul.
(f) Daca ab =0, atunci fiea =0, fie b = 0.
(g) Dacaab = ac sia # 0,atunci b = c.
(h) Dacab # 0sid # 0,atunci a/b = c¢/d daca si numai daca ad = bc.
(i)Dacaa#0sib+0, atunci (ab)" ! =a b1, saui = 11
ab ab
Demonstratie. (a) Daca exista un 0’ € R astfel incata + 0’ = a pentru orice a € R, atunci avem si
0 + 0’ = 0.Dar, prin definitia lui 0 si pe baza comutativitatii, 0+0 =0".Deci0=0".
(b) Pe baza asociativitatii si comutativitatii adunarii:
b=b+0=0+b=(—a+a)+b= —a+(a+b)= —a+0=—a.
(c) Daca existaun 1’ € R cu proprietateaa-1'=a Va € R, atunci in particular 1-1' = 1".Deci1 = 1".
(d) Pe baza proprietatii de distributivitate:
a-0=a(0+0)=a-0+a-0.
Se aduna — (a - 0) la ambii membri si se utilizeaza proprietatea de ascociativitate.
(e) Prin asociativitatea si comutativitatea inmultirii:
b=1-b=(ata)b=a(ab)=a - 1=at.
(f) Daca a # 0, folosind (d) si proprietatea de comutativitate si asociativitate a inmultirii:
0O=atl-0=@YH@)=((ata)b=1-b=b.
(g) Aplicand proprietatea de asociativitate si comutativitate a inmultirii,
b=1-b=(ata)b=a(ab) =a(ac) = (a ta)c =c.
(h)Daca a/b = c/d, atunci multiplicind ambii membri cu bd si utilizind proprietatea de comutativitate si
de asociativitate a inmultirii obtinem ad = bc. Reciproc,daca ad = bc, atunci inmul{ind ambii membri cu 1/(bd),
obtinem a/b = c/d.
() (ab)(@ b)) = (aa™1)(bb™1) = 1,apoi se aplica (e).

Cititorul a remarcat ca cele mai multe afirmatii folosite anterior sunt implicatii, adica propozitii de tip p
implica g si care se scrie p = q. Astfel de afirmatii pot fi demonstrate direct presupunand ca p este adevarata si
apoi deducand g sau indirect presupunand negatia lui g si ajungand la o contradictie sau la negatia lui p.

Punctul (h) al propozitiei anterioare contine o afirmatie de tip p este adevarata daca si numai daca g este
adevaratd adica p = q si g = p.Pe parcursul acestei lucrari vom mai intalni astfel de propozitii.

O alta chestiune de logica: Pentru a demonstra ca o propozitie care contine un cuantificator universal
(,oricare ar fi”, ,pentru orice”) este falsa trebuie construit un contraexemplu. De exemplu, pentru a demonstra ca
propozitia ,xy = x + y pentru orice pereche de numere reale” este fals3, este suficient sa gasim o pereche de
numere x,y € R cu proprietatea xy # x +y, deexemplux =y = 1.

Exercitii
1. Demonstrati urmatoarele proprietati ale adunarii si Inmultirii numerelor reale:
@ -(a)=a () —(ab) =a(=b) (¢ (-a)(=b)=ab. (d)(-Da= —a.
a/b ad ad
c/d bc bc’
a ¢ ad+bc

(f) Daca b#0sid=+0, atunc1g+a= o

(e) Dacab,d # 0,atunci

Observatie. Punctul (c) va fi utilizat in 1.3.2.



R. (b) [(ab) + (—a)b] = [a+ (—a)]b = 0:b = 0, iar unicitatea inversului pentru operatia aditiva implica
—(ab) = (—a)b. Un argument similar poate fi adus pentru a doua egalitate.

2. Fie r,s € Q.Presupunand ca Z este inchisa in raport cu adunarea si inmultirea, sa se demonstreze ca
r+s,rs,r/s € Q,ultima fiind valabila pentrus # 0.

3. DacareQ, r#0 si x €[, sasedemonstrezeca r + x,rx,r/x € 1.

4. Fie n € N.Sa se demonstreze fara a folosi inductia matematica urmatoarele egalitati:

n
@ 2" = y" = (x=y) ) %Iyt
=1
n
(b) x"+y*"=(x+7y) Z(—l)j_lxn_j y/=1,  dacdn este impar.
=1

n
©x"+y = (y— x)ij‘”‘ly‘j dacix #0si y#0.
j=1
Observatie. Punctul (a) va fi folosit la 4.1.2

5. Se definesc 0! = 1 si,pentruorice n € N, n!l=n(n—1)..2-1 (n factorial). Sa se demonstreze:
!

(@ (1—1/n)(1—2/n)..(1—(n—1)/n) = %

_ (@2n)!
(b)1-3:-5..(2n—-1) = TR
6. Pentrun € Z* si k =0,1,...,n, se defineste coeficientul binominal:
(n) = —n! care se citeste ,combinari de n luate cate k”
k) kl(n—k)!’ ” '

Sa se demonstreze ca:
n+1\ _ n n
(" )= Gl + ()
Observatie. Acest exercitiu va fi utilizat la 1.5.5.

7. Fara utilizarea inductiei matematice, sa se demonstreze ca pentru oricen € N,

- 1 2 v 1
@ ;)(k+1)(n—k+1): n+2 ;(k+1)'

n 1 1 L 1
(b)kZO(Zk+1)(2n—2k+1)= n+1;(2k+1)'

n

8. Determinati polinomul f(x) de gradul al doilea pentru care f(k) = n® pentru orice n.
k=1

1.3. Structura de ordine a numerelor reale

Relatia de ordine pe R rezultd din urmatoarea axioma de ordine:
Existda o submultime nevida P a lui R, care este inchisa fata de adunare si inmultire,
astfel incat, pentru orice x € R, are loc exact una din urmatoarele relatii:
x€€EP,—x €P sau x = 0.

Ultima parte a axiomei se numeste proprietatea de trihotomie. Un numar real x se numeste pozitiv daca x € P
si negativ daca — x € P.

1.3.1.Definitie. Fie a si b numere reale.Daci b —a € P, scriema < b sau b > a si spunem ca
a este mai mic decat b sau ca b este mai mare decat a.



1.3.2.Propozitie. Relatia de ordine < pe R poseda urmatoarele proprietati:

(a) a < b dacasinumaidaca —a > —b (reflexivitate).

(b) Daca a < b si b <c, atunci a < c (tranzitivitate).

(c)Daca a< b si c <d, atunci a + c < b + d (aditivitate).

(d)Daca a<b si ¢ >0, atunciac < bc (multiplicitate).

(e) Pentru a,b € R, exact una dintre propozitiile urmatoare este adevarata:
a=hb, a<hbh, b < a (trihotomie)

(f) Daci x # 0, atuncix? > 0. In particular 1 > 0.

Demonstratie.(a) a<b © (—a)—(-b)=b—a & —a > —b.

(b) Conform ipotezei, b —a € Psic—b € P,deunde: c—a =(b—a)+ (c—b) € P,decia < c.

(c) Similar cu (b).

(d) Deoarece b —a,c € P, bc —ac = (b—a)c € P, adica ac < bc.

(e) Aceasta rezulta aplicand proprietatea de trihotomie a lui P fata de a — b.

(f) Daca x > 0, atunci, tinind cont c3 PP este inchisa fatd de inmultire, x? > 0.Dacd x < 0,atunci — x > 0,
astfel ci (v.ex. 1.2.1. (c)) x? = (—x)(—x) > 0.

1.3. 3. Definitie. Fie a si b numere reale.Daca a < b sau a = b,scriem a < b sau b = a si spunem ca
a este mai mic sau egal cu b sau ca b este mai mare sau egal cu a.DacaA S R, definimA* ={x€A:x=>0}.

De remarcat c3, In urma proprietatii de trihotomie:

a<bsib<a = a=bh. (1.1)

Inegalitatea de tip a < b este denumita inegalitate nestricta, in contrast cu inegalitatea de tipa < b
denumita stricta. Se remarca faptul ca punctele (a) — (d) ale propozitiei anterioare sunt valabile daca inegalitatile
stricte sunt inlocuite de inegalitati nestricte.

1.3.4.Definitie. Valoarea absoluta a unui numar real x se defineste astfel:
x, dacax =0,
x| = {
—x, dacax < 0.
De exemplu: |0| =0 si |2| =|-2| = 2.

1.3.5.Propozitie. Valoarea absoluta poseda proprietatile:
(a) |x| = 0. (b) |x| =0 daca si numaidacd x = 0. (o) |—x| = =x. (d) — x| <x < |x|.

x| x|
e) |xy|l =|x]| - |yl f |— = — #0
(e) [xyl = lx| -yl ()y |y|(y )
@ Ix+yl<lx|+|yl. (h) ||x| — |y|| < |x —y| (inegalitatile triunghiului).

Demonstratie. Proprietatile (a) — (e) sunt usor de demonstrat urmarind cazurile care apar. De exemplu, in (e),
dacax >0 si y < 0,atuncixy < 0, de unde:

lxyl = —(xy) = x(=y) = |x[ - [yl.
Pentru punctul (f) utilizam (e) si obtinem:

ixl = 25| = [
xl==yl=ly
y

y
si impartim ambii membrii prin |y|.

Pentru (g) avem + x < |x|si+ y < |y|, conform (d),deaici + (x +y) < |x| + |y].
Din (g) rezulta:

x| =G =) +yl < |x =yl + |yl.
De aici |x| — |y| < |x — y|. Inlocuind pe x cu y si utilizdnd (c), obtinem (h).

1.3.6.Definitie. Fie S 0o multime nevia de numere reale. Cel mai mare element sau maximul lui S este un
elementmax S al lui S care satisface proprietatea:

max S = s, pentru orice s € S.
Cel mai mic element sau minimul lui S,notatmin S, este definit In mod similar.
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Este posibil ca o mul{ime sa nu admita cel mai mic element sau cel mai mare element. Existenta lui max S si a lui
min S pentru o mul{ime nevida finita poate fi demonstrata prin inductie matematica (ex. 1.5.2).

1.3.7.Definitie. Partea pozitiva si partea negativa a unui numar real x sunt definite prin:
xT = max{x,0} si x~ = max{—x, 0}.

Exercitii

Demonstrati urmatoarele:
1. (a) Dacaab > 0, atunci a si b au acelasi semn.
(b) a > 0 daca si numai daca 1/a > 0.
(c) Sa presupunem cia fie b,d < 0, fie b,d > 0.Atunci a/b > c/d daca si numai daca ad > bc.
Daci x > 1, atuncix? > x.Daci0 < x < 1, atuncix? < x.
(@)Daca 0<x<ysi0<a<b, atunci0 < ax < by.
(b) Dacax <y <0 sia<b <0, atunci 0 < by < ax.
(c) Fie x,y > 0.Atunci x <y daci si numai daca x? < y2.
Dacaavem 0<x <ysaux <y <0,atunci 1/y < 1/x.
Daca—1<x<ysaux<y< —1l,atunci x/(x+1) <y/(y+1).Dardacix < -1<y?
Daca 0<x <y sine€N, atunci

@o<y"—x"<n(y—-x)y" ", (b

R

o e

ny+1 (n+1)y+1
nx+1  (n+1)x+1°

m
7. Daca x>1,mmn €N si <z<1, atunci n > x.

8. Dacia<bsi0<t<]1, atuncia < ta + (1 — t)b < b. In particular, a<(a+b)/2<bh.
9. x?+y?+axy >0 pentruorice x,y € R daca si numai daci |a| < 2.

10. Daca a < b + x pentru orice x > 0, atunci a < b.
11. Daca 0 < a < bx pentru orice x > 1, atunci a <b.
12. Dacda/x < x + 1 pentru orice x > 0, atunci a < 0.

13. Pentruorice x,y,z,w € R,
@2xy<x?+y% Mxy+tyz+xz<x?+y>+z% (c) (xy+2zw)? < (x? +z%)(y? + w?).
(d) (x +y)* < 2(x* +y?).
14. Dacix,a >0, atunci x +a?/x > 2a. Egalitatea are loc daca si numai daca x = a.
15. @ |x—y|<|x—z|+|z—y|l. (b) |x—L|<e dacisinumaidacd L—e<x<L+e.
16. Fie S,T € R multimi finite si nevide. Definim — S :={—s: s € §}. Atunci:
(a) max(—S) = —minS§. (b) min(—S) = —maxS. (c¢) max(SUT) = max {maxS, maxT}.
(d)min(SUT) = min{minS, minT}.
17. Pentruorice x,y € R,
@xt=0,x =0, x=xt+x"silx|=xt+x".
(b) x™ = (Ix| +x)/2 si x~ = (x| — x)/2.
(0)x=y—zsi|lx| =y+2z implica y =x* si z=x".
@Ex+y)T<xt+ytsix+y) " <x +y".
() (x—y)” <y daca x,y = 0.

18. Daci a< x < b, atunci |x| < max{|al, |b|}.
19. (a) max{x,y}= (x+y+|x—y])/2.
(b) min{x,y} = (x +y — |x —y[)/2.
1
20. (a) max {a,b,c}=z (a+b+2€+|a—b|+|a+b—20+|a—bl|).
(b) min {a,b,c}zi(a+b+2c— la—b|—|la+b—2c—|a—b|]).

21. Fie S ={ay,a,,...,a,}, unde a; <a, <:-<a,. Fie 1<k<n sinotam S;,S,,...,S,, multimile obtinute
o @ u . n g . . .
prin indepartarea a exact k elemente din S, unde m = (k) este coeficientul binominal (vezi Teorema 1.5.5).

Atunci
max{minS; ,minS,, ...,minS,,} = aj41.
9



1.4. Completitudinea multimii R

Un sistem (FF,+,,,<) cu proprietatile algebrice si de ordine descrise in sectiunile 1.2 si 1.3 este numit

corp ordonat. Conform exercitiului 1.2.2, @ este un corp ordonat, cu operatiile algebrice si de ordine preluate
de la R.

Acelasi lucru este valabil si pentru mulfimea:

Q(V2) ={x+V2y: xy€q}
(v.ex.19). Aceasta sugereaza faptul ca exista o infinitate de sub-corpuri ordonate ale lui R. Proprietatea care
distinge R de alte corpuri ordonate se numeste completitudine si care va fi descrisa In aceasta sectiune.

1.4.1.Definitie. O submulfime nevida A a unui camp ordonat F se numeste marginita superior daca exista un
element u € F, numit marginea superioara alui 4, astfel incat a < u, pentru orice a € A.

Notiunile de marginire inferioara si margine inferioara sunt definite in mod analog.

Spunem ca multimea A este marginita daca este marginita si inferior si superior.

Daca o multime nu este marginita superior sau inferior spunem ca este nemar ginita.

Submultimile Q si Z ale lui R nu sunt marginite nici inferior, nici superior; N este marginita inferior,
dar nu si superior.
Multimea {n/(n + 1) : n € N} este mdrginita superior de 1 si inferior de 1/2.

1.4.2.Definitie. Fie A o multime nevida a unui corp ordonat F. O margine superioara u, a lui A cu proprietatea
Uy < u pentru orice margine superioara u a lui A se numeste cea mai mica margine superioara sau supremum
al lui A si este notat sup A.
O margine inferioara ly a lui A cu proprietatea 1, < 1 pentru orice margine superioara u a lui A se numeste
cea mai mare margine superioara sau infimum al lui A si este notatinfA.
Daca sup A € A, atunci sup A este numita maximul lui A.Daca inf A € A, atunci inf A se numeste minimul lui A.

inf A a r a sup A
o : S ' -—P
A

Fig. 1.1. Marginea superioara (sup A) si
marginea inferioara (inf A) a multimii A.

Din (1.1) rezulta ca supremumul sau infimumul unei multimi, daca exista, este unic.

Nu orice submultime nevida si marginita a unui corp ordonat admite infimum sau supremum.

De exemplu, deoarece V2 nu este rational (vezi mai jos in 1.4.11), multimea marginiti {x € Q : x? < 2}
nu poseda nici infimum, nici supremum.

Urmatoarea propozitie va fi utilizata frecvent in studiile privind supremum si infimum.

1.4.3. Proprietatea de aproximare. Fie A o submultime nevida a unui corp ordonat K.
(a)Daca sup A existd, atunci pentru orice r cur < sup A existd un a € A astfel incitr < a < supA.
(b)Daca inf A exista, atunci pentru orice r cu inf A < r exista un a € A astfel incatinf A <a <r.

Demonstratie. Daca r < supA, atunci r nu poate fi majorant al lui A, deci existiuna € Acu r < a.

La fel se demonstreaza punctul (b).

in cele ce urmeaza se va formula proprietatea care diferentiazd multimea numerelor reale de alte corpuri ordonate.
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Orice submultime nevida si majorata a lui R poseda margine superioara.

Aceasta axioma este cunoscuta ca proprietatea de completitudine a lui R si reprezinta o componenta
fundamentala pentru formularea teoriei riguroase a limitelor.
Din proprietatea de completitudine se poate deduce (Exercitiul 1)o proprietate similara simetrica:

Orice submultime nevida si majoratd a lui R poseda margine inferioara.

Deci multimea numerelor reale poate fi descrisa ca fiind un corp ordonat si complet.

Se poate demonstra ca orice alta multime care poseda aceasta proprietate este izomorfa cu R.

Urmatoarea consecintd a proprietatii de completitudine este utila in determinarea marginii superioare sau
inferioare a diverse multimi. Aceasta sustine ca multiplii naturali ai unui numar real pot fi oricat de mari:

1.4.4.Principiul lui Arhimede. Pentru orice numere reale asib cua > 0, exista cel putinunn € N
astfel incat na > b.

Demonstratie. Presupunem cana < b pentruorice n € N. Multimea S = { na : n € N} este marginita superior
si deci poseda margine superioara si fie aceasta u. Deoarece u — a < u, proprietatea de aproximare a

marginii superioare implica faptul ca u — a < na pentru un anumitn € N. Dar u < (n+ 1)a € S, ceeace
contrazice faptul ca u este margine superioara a lui S.

1.4.5. Exemplu. Fie

n 1 2 3
A=3(-D" :neN ={——,—,——,...}.
(o +1 " } 2’3" 4
Deoarece A este marginita superior de 1 si inferior de -1, —1 < infA < sup A .Fie 0 < r < 1. Conform principiului lui
ARHIMEDE, putem alege un intreg par n astfel incitn > r/(1 —r). Atuncir <n/(n+ 1) € A, care arata ca r nu poate fi

margine superioard pentru A. Deci sup A = 1. 1n mod similar, infA = —1.

1.4.6. Principiul bunei ordonari. Orice submulfime nevidd A a lui N are un cel mai mic element.

Demonstratie. Deoarece A este marginitd inferior prin 1, aceasta admite o margine inferioara I. Teorema va fi demonstrata
daca vom arata cda [ € A. Presupunem prin absurd ca l € A. Conform proprietatii de aproximare a celui mai mic element, exista
a € A astfelincatl < a <1+ 1. Sa alegem un numar real r cu proprietateal < r < a, de exemplur = (a + [)/2. Din nou
conform proprietatii de aproximare, exista un a’ € A astfelincit! < a’ <r. Acumavem! < a’ <[+ 1, ceea ce implica faptul
cia —a’ este un numar intreg situat strict intre 0 i 1. Cum insa aceasta este imposibil, rezulta ca [ € A.

Observatie. Partea ,intuitiva” de la sfarsitul demonstratiei va fi eliminata printr-o demonstratie riguroasa care poate fi
obtinuta printr-o definire abstracta a multimii N din paragraful 1.5.

1.4.7. Functia ,parte intreaga”. Pentru orice x € R exista un intreg unic [x] astfel incatx — 1 < [x] < x.

Demonstratie. Unicitatea este clara. Pentru a demonstra existenta, sa aplicam de doua ori principiul lui ARHIMEDE: mai Intai
pentru a obtine un intreg k astfel incat x + k > 1 si apoi sa concluzionam ca mul{imea 4 := {n € N : n > x + k } este nevida.
Conform principiului bunei ordonari, A admite un cel mai mic element a. Deoarece 1 < x + k < a, a — 1 este un numar
natural. Deoarece a — 1 < a, a — 1 nu poate fi element al lui A astfelcax +k >a—1. Decix —1<a—1—-k < x, deunde
rezulta ca intregul [x] :== a — 1 — k poseda proprietatea ceruta.
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Fig. 1.2 Functia "parte intreaga"

1.5. Inductia matematica

In aceasti sectiune vom furniza o caracterizare abstracta a multimii numerelor naturale, care va conduce catre
principiul inductiei matematice.

1.5.1.Definitie. O multime S de numere reale se numeste inductiva daca:
el€ES,
exeES > x+1€S.

Atunci multimea N a numerelor naturale este definita ca intersectia tuturor submultimilor inductive ale lui R.
Multimile (a, +0) si (a, +9) N Q sunt in mod evident inductive. Mai mult, si mul{imea N este inductiva.
Intr-adevir, deoarece 1 este comun tuturor multimilor inductive, 1 € N si daci n este comun tuturor multimilor
inductive, la fel va fi si n + 1. Asadar, putem carcateriza N ca fiind cea mai mica dintre multimile inductive (in
sensul incluziunii). Principiul inductiei matematice rezulta imediat din caracterizarea:

1.5. 2. Principiul inductiei matematice. Pentru orice n € N, fie P(n) o propozitie depinzand de n. Daca:
(a) P(1) este adevarat3,
(b) P(n + 1) este adevarata atunci cand P(n) este adevarata.

Atunci P(n) este adevarata pentru orice n.

Demonstratie. Fie S multimea acelor n € N pentru care P(n) este adevarata. Atunci (a) si (b) implica faptul ca
S este inductiva si de aici, ca submultime a lui N, trebuie sa fie de fapt egala cu N.

In cadrul aplicatiei 1. 5. 2, partea (a) se numeste pasul initial, iar partea (b) pasul de inductie. Presupunerea ci
P(n) este adevarata se numeste ipoteza de inductie.

Principiul inductiei matematice poate fi ilustrat ca "principiul dominoului": Daca piesele de domino sunt asezate
vertical astfel Incat caderea piesei n cauzeaza caderea piesei n + 1, atunci, daca prima piesa este miscata, vor cadea
toate piesele.

044

Exercitil
1. Fie 0<a<uxy,y, <b:=a+1 sidefinim:
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Xn+1 :a+V|xn_a| $S1Yni1 = b_VIb_an-
Demonstraticaa < x,, < x,41 Si a < y,41 < ¥y, < b pentru orice n € N.
Observatie. Acest exercitiu va fi utilizat in 2. 2. 3.
2. Utilizati metoda inductiei pentru a demonstra ca o multime nevida finita admite un maxim si un minim.
3. Demonstrati prin inductie ca:

i(—nk“ Z L
—_— = — pentruorice n = 1.
k=1 < k=n+1k

Observatie. Acest exercitiu va fi folosit in 6. 4. 8.
4. Utilizand metoda inductiei, stabiliti urmatoarele formule:

(a) k =n(n+1)/2. (b) k2 =n(n+1)(2n+ 1)/6. (c) k3 =[n(n+1)/2)%
Z 2 Z

Vn.

n n 1
(d) 2k —1)? =n(4n? - 1)2. (e) 2k —1)3 =n2(2n%-1). (f) —_—— =
kZ{ ; kZl‘/k —1+Vk

] C2k+k(k—D -1
(h)z VEk+Vk—1 =m/n

(&) Z(4k3 _6k% + 4k —1) =n*.

k=1

5. Utilizati metodele de la 1.5.4 pentru derivare si obtineti formula pentru z (5k — 4)2.
k=1
6. Utilizati formule cunoscute pentru a calcula:
@ 1-242-34+3-4+--4999:1000.
(b)1-34+3:54+5-7+--4999-1001.
(c)1-34+5-74+9-11+--41001-1003.
7. Utilizati principiul inductiei matematice pentru a demonstra urmatoarea propozifie:
Fie n, € Z si fie P(n) o propozitie depinzand de intregii n > n, astfel incat:
(a) P(ny) este adevarata,
(b) dacan = n,, si P(n) este adevarata, atunci P(n + 1) este adevarata.
Atunci P(n) este adevarata pentru orice n = n,.
8. Utilizati varianta inductiei matematice de la ex. 7 pentru a verifica urmatoarele egalitati.
(Pentru (e) utilizati (1 + 1/n)™ > 2, o consecinta directa a teoremei binomiale.)
@ 2n+1<2®™, n=>3. ((b)n?<2", n>5 (c) 2"<n!, n = 4.
(d)3"<n!', n>7. (e)2"n!<n™ n=6. (f) 8™'n!<(2n)!, n=6.
9. Utilizati varianta inductiei matematice de la ex. 7 pentru a demonstraca n < In(n!), n > 6.
10. Demonstrati inegalitatea lui BERNouULLI: (1+x)">1+4+nx, n€eN, x> —1.
11. Demonstrati urmatoarea varianta a principiului inductiei matematice:
Fie ny € Z sifie P(n) o propozitie care depinde de intregii n > n, astfel incat:
(a) P(ny) este adevarats,
(b) P(n + 1) este adevarata daca P(j) este adevarata pentru orice n, < j < n.
Atunci P(n) este adevarata pentru orice n = n,.
12.

1.6. Spatiul euclidian

Multimea numerelor reale poate fi utilizata la constructia altor multimi, cum ar fi spatiul euclidian n-dimensional si
mulfimea numerelor complexe.

Pentru un n € N notam prin R" multimea tuturor n-uplurilor x = (x4, x5, ... x,), unde x; € R. Fiecare n-uplu este numit
punct sau vector, depinzand de context. Aceasta distinctie dintre notiunea de punct si cea de vector este necesara in fizica si in
geometrie.

Multimea R™ poseda o structura algebrica definita astfel:

Fie  x=(xyx5 .0x), Y= V1, Y2 0 Yn) sit € R.

Operatiile de adunare x + y si inmultire cu un scalar tx din R™ sunt definite astfel:
x+y= (x,%2 .., %)+ V1, Y2, Y0) = (1 + Y1, X2 + Y2, 0, Xn + Y0) Si
tx = t(Xq,Xg, 0, Xp) = ({tx; +txy, + -+ txy).
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Definim de asemenea:

—X = (=X, —Xg, .. — Xp) si0:=(0,0,...,0).
Urmatoarea teorema sustine ca R" este spatiu vectorial cu operatiile definite anterior (v. Anexa 1). Demonstratia teoremei
urmatoare este lasata pe seama cititorului:

1.6.1. Teorema. Adunarea si inmultirea cu un scalar, definite pe R", poseda urmatoarele proprietati:
e asociativitatea adunarii: x+y)+z=x+ O +2);
e comutativitatea adunarii: X+y=y+x;
e existenta elementului neutru pentru adunare: x+0=x;
e existenta elementului invers pentru adunare: x+ (—x) =0;
e asociativitatea inmul{irii cu un scalar: (st)x = s(tx);

e distributivitatea unui scalar fata de adunarea vectorilor:  s(x + y) = sx + sy;
o distributivitatea unui vector fata de adunarea scalarilor: (s + t)x = sx + t x;

e existenta elementului neutru fata de inmultirea cu un scalar: 1x = x;
1.6.2. Definitie. Fiex = (xq,%x3,..%,) $1y = (V1, Y2, - Yn)- Produsul scalar euclidian x - y al lui x si y si norma
euclidiana | |x| | ,a lui x sunt definite prin:
1/2
n n
x~y=2xjyj si ||x||2= ijyj =/x-x.

Multimea R"™, impreuna cu structura de spatiu vectorial si produsul scalar, definite anterior, formeaza ceea ce se numeste
spatiu euclidian n-dimensional. Structura de spatiu euclidian permite definirea notiunilor de: linie, plan, lungime,
perpendicularitate, unghi intre doi vectori etc.

1.6.3. Teorema. Produsul scalar pe R" poseda proprietatile:
@ xox=|x);

(b) x-y=y-x (comutativitate);

(© t(x-y)=(tx) -y=x-(ty) (asociativitate);

(d) x-(y+z)=(x-y)+ (x-2z) (aditivitate);

(e lx-yl<|lxl]|lyl], (inegalitatea CAUCHY-SCHWARTZ).

Demonstratie. Proprietatile (a), (b) sunt immediate, iar (c) si (d) rezulta din calculele:

2. Siruri numerice

2.1. Limita unui sir

Ca o prima definitie, un sir intr-o multime E este o functie definita pe N cu valori in E.
Totusi este mai ilustrativ sa gandim un sir ca o lista ordonata infinita de elemente din E, lista ce va putea fi scrisa, de
exemplu, astfel:
ai,05,03,...,05, ..
sau prescurtat prin {a,};° sau simplu prin {a,}.
Un sir incepe de regula cu indicele 1 sau uneori cu 0.

De cele mai multe cazuri, in prima parte a aceastei lucrari va fi considerat E = R .

Sirurile pot fi definite printr-o formula, ca de exemplu a,, = (—1)" sau prin recurentd, cum ar fi sirul lui FIBONACCI,
definit prin:

a=a =1 §i Apt1 = Ap + Apq, N 21
(vezi Exercitiul 1.5.13.)

Urmatoarea notatie poate fi utila. Spunem ca o proprietate P a unui sir {a,,} are loc pentru un n suficient de mare daca
exista un index N astfel incat a,, poseda proprietatea P pentru orice n = N. De exemplu, in cazul principiului lui
ARHIMEDE, sirul {1/n} este pentru un n suficient de mare mai mic decat 0,001. Astfel, considerand sirul

a, =n?+ 100 (—1)", se poate demonstra ca pentru un n suficient de mare: a, < a,;.

Convergenta unui sir de numere a exprima ideea ca, pentru un n suficient de mare, termenii sirului se apropie cat
dorim de mult de acel a.
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2.1.1. Definitie. Spunem ca un sir {a,} in R converge cdtre un numdr real a si scriem:

a, » asau lim a, = a,
n-+oo
daca pentru orice £ > 0 exista un N € N astfel incat:

la, —al <e& (a—e<a, <a-+¢), pentru orice n = N.

Daca nu exista un astfel de numar real a, spunem ca sirul este divergent.

A
L ] ~ - [ ]
a+ &
C) |Po s e e e o e e o o oo oD — oo = ==
a-&
— ——l o >
1 2 3 \/\N-Z N N+2

Fig. 2.1. Convergenta unui sirla a

Rezulta imediat din definitie ca a,, —» a daca si numai daca termenii sirului, Incepand cu un zn suficient de mare, sunt continuti
in orice interval deschis care il confine pe a. De asemenea, definitia implica faptul ca a,, — a daca si numai daca |a,, — a| — 0.

Limita unui sir, daca existd, este unica. Intr-adevir, daci a, = a sia, — b, atunci, din inegalitatea triunghiului,
la—b|<l|a,—al|+|b—a,| >0, deundea = b.

a, b, C

n

?
I
v
2
X
Fig. 2.2. Teorema "clestelui"

2.2 Siruri monotone

2.3. Subsiruri si siruri Cauchy

T

0 C
I IO dny dO

1 ¢
I ] d., dy
a
n3 2
I3
3 « d3
Fig. 2.3. Proces de injumatatire a unui interval
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2.4. Limita inferioara si limita superioara

an—Vav a<—an

Fig. 2.4. a=liminfa_  si a=lim sup_a_

3. Limita si continuitate pe R

Limita unei functii

fy

L+81

L+82 L~
L¢-- - —-— /‘/

L-¢g, :

L—g, /// ‘ X

— a-§ 5 a+8=

Fig. 3.1. dinfluenteaza g,, nusi €,

Limita inferioara si limita superioara

Continuitate a unei functii

o
i
T

n
1
1

Q
)
t

il

: t

Fig. 3.3. Corespondenta biunivoca intret € Dsir, € Q.

Proprietatile functiilor continue
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f(a)

Fig. 3.4. 'y = f(x,).

Continuitate uniforma

Diferentiala pe R

Definitia derivatei

tg h

»
Ll

cos h 1

Fig. 4.1. sinh<h<tgh.

Teorema valorii medii

|
c, c, X

Fig. 4.2. Extreme locale ale lui £,
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1(f(c), g(c)

(f(b), g(b))

(f(a), g(a))

(a) (b)

Fig. 4.3. (a) Teorema lui Cauchy (b) Teorema valorii medii.

Functii convexe

f4
Luy
X
a u 1’4 b -

Fig. 4.4. Functie convexa

Fig. 4.5. Inegalitati cu functii convexe

"4

[
>

Functia inversa
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f jlf

fby T . forl . .
f(d)=f(x) ¢ . .
f(a)=f(c) + . . f(a)
f(x) 4 .
— e

Fig. 4.6. f(x)<f(a) si f(x,) >f(x,) nu respectd ipoteza bijectivitatii.

4 f
p] -~
fF(xoh .

A J

X; X X5 X,

a =f(x)<f(x2)< a

Fig. 4.7. Teorema valorilor medii implica proprietatea de continuitate.

Regula lui L'Hospital
Teorema lui Taylor

Metoda lui Newton

YA

0 l_
— /1
Z Xn+2 X+t Xn
Fig. 4.8. Metoda lui Newton
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Tabelul 4.1. Metoda lui Newton pentru e‘+x-2=0.
T Eo T3 T4 s
1 .D378828 4456167 4428567 4428544
f(x1) f(z2) fzs) f(za) f(zs)
1.7182818 2502604 0070696 | .0000059 | .0000000
€1 o T3 T4 Ts
5 3.9866142 | 2.9686340 | 1.9701667 | 1.0961884
f(z1) J(z2) J(z3) S (x4) S (zs)
151.4131591 | 55.8587993 | 20.4339472 | 7.1420387 | 2.0889256

Integrala Riemann

Integrala Darboux-Riemann

X
>

a X, X, X, X, b

Fig. 5.1. Suma inferioara si superioara a lui f

Proprietatile integralei

Aproximarea integralei

\ 4

2 X3 X4 XS Xs

Fig. 5.7. Aproximare prin metoda trapezului.
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a Xp Xy Xy X, X5 X5 X5 b

Fig. 5.8. Aproximare prin metoda punctului median.

L

Fig. 5.9. Aproximare prin metoda lui Simpson.

Formula lui Stirling

Forma integrala a teoremei valorii medii

Aproximarea unei integrale

Tabel 5.3. O comparatie a celor doua metode
Metoda n=4 n—==2~
Regula punctului la stanga 0,1836233710 0,0927753302
Regula trapezului +0,0038766290 | -0,0009746698
Regula punctului mijlociu ||(0,0019272893 | 0,0004866265
Regula lui Simpson -0,0001067877 F0,00000735011

Integrale improprii

Observatii privind integrala Riemann
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Functii de variatie marginita

Siruri si serii de functii

Partea Il. Functii de mai multe

variabile

Spatii metrice

Diferentiala in spatiul n-dimensional

Masura Lebesgue

Integrala Lebesgue

Curbe si suprafete in spatiul n-dimensional

Integrale de suprafata

Anexa

Simbol Denumire Paragraf
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Lista simbolurilor

L = = \above - \acute ’ \aleph X \alpha «
\Alpha A \amalg ] \angle 2 \aoint ¢ \approx =~ \asmash 1
\ast * \asymp = \atop ! \bar ~ \Bar ~ \because - \begin [ \below
\bet \beta \Beta \beth \bigcap \bigcup \bigodot \bigoplus \bigotimes
\bigsgcup \bigvee \bigwedge \binomial \bot \bowtie \box \boxdot

\boxminus \boxplus \bra \break \breve \bullet \cap \cases \cbrt \cdot \cdots
\check \chi \Chi \circ \close \clubsuit \coint \cong \coprod \cup \dalet \daleth \dashv \dd \Dd
\ddddot \dddot \ddot \ddots \defeq \degc \degf \degree \delta \Delta \Deltaeq \diamond
\diamondsuit \div \dot \doteq \dots \doublea \doubleA ... \doublez \doubleZ \downarrow
\Downarrow \dsmash \ee \ell \emptyset \emsp \end \ensp \epsilon \Epsilon \eqgarray \equiv \eta
\Eta \exists \forall \fraktura \frakturA .... \frakturz \frakturzZ \frown \funcapply \G \Gamma
\Gamma \ge \geq \gets \gg \gimel \grave \hairsp \hat \hbar \heartsuit \hookleftarrow
\hookrightarrow \hphantom \hsmash \hvec \identitymatrix \ii \iiiint \iiint \iint \int \Im \imath \in
\inc \infty \int \integral \iota \Iota \itimes \j \jj \jmath \kappa \Kappa \ket \lambda \Lambda
\langle \Ibbrack \Ibrace \lbrack \lceil \Idiv \ldivide \ldots \le \left \leftarrow \Leftarrow
\leftharpoondown \leftharpoonup \leftrightarrow \Leftrightarrow \leq \Ifloor \lhvec \limit \Il \Imoust
\Longleftarrow \Longleftrightarrow \Longrightarrow \lrhrar \lvec \mapsto \matrix \medsp \mid
\middle \models \mp \mu \Mu \nabla \nbsp \ne \nearrow \neg \neq \ni \norm \notcontain
\notelement \notin \nu \Nu \nwarrow \o \O \odot \of \oiiint \oiint \oint \omega \Omega \ominus
\open \oplus \otimes \overbar \overbrace \overbracket \overline \overparen \overshell \parallel
\partial \perp \phantom \phi \Phi \pi \Pi \pm \pmatrix \pppprime \ppprime \pprime \prec \preceq
\prime \prod \propto \psi \Psi \gdrt \quadratic \rangle \Rangle \ratio \rbrace \rbrack \rceil \rdots
\Re \rect \rfloor \rho \Rho \rhvec \right \rightarrow \Rightarrow \rightharpoondown
\rightharpoonup \rmoust \root \scripta \scriptA ... \scriptz \scriptZ \sdiv \sdivide \searrow \setminus
\sigma \Sigma \sim \simeq \smash \smile \spadesuit \sqcap \sqcup \sqrt \sqgsubseteq \sqsupseteq
\star \subset \subseteq \succ \succeq \sum \superset \superseteq \swarrow \tau \Tau \therefore
\theta \Theta \thicksp \thinsp \tilde \times \to \top \tvec \ubar \Ubar \underbar \underbrace
\underbracket \underline \underparen \uparrow \Uparrow \uplus \upsilon \Upsilon \varepsilon

23



\varphi \varpi \varrho \varsigma \vartheta \vbar \vdash \vdots \vec \vee \vert \Vert \Vmatrix
\vphantom \vthicksp \wedge \wp \wr \xi \Xi \zeta \Zeta \zwnj \zwsp ~= +- -+ << <= -> >=
>>

Culoarea paginii: 222, 234, 246

E = mc? (1)
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