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Anexe

Multimi, relatii, functii

| Se numeste propozitie un enunt despre care se poate spune fie ca este adevarat, fie fals, insa nu ambele variante
simultan. Se noteaza propozitiile cu litere mici: p, g, 7, ... . Unei propozitii p i se atribuie un simbol |p|, numit valoare de adevdr.
Daca p este falsa, se scrie |p| = 0, iar daca este adevarata, se noteaza |p| = 1.

Cu ajutorul operatorilor logici: 1 (negatie), V (disjunctia), /A (conjunctia), — (implicatia), < (echivalenta) se pot forma propozitii
compuse. Astfel, daca p,q sunt doua propozitii fixate, definim propozitiile: 1p, pVq, pAgq, p = q, p < q prin valorile de
adevar ale acestora conform tabelului:

Ip pVq p/\q p—q peq

O O B+~ Kr|T
o » O K| Qo

0
0
1
1

O B R R
o O O k-
N =
P O O K

O propozitie compusa se numeste tautologie daca este adevarata oricare ar fi valoarea de adevar a propozitiilor componente.

Sa se demonstreze ca daca p si g sunt doua propozitii oarecare, atunci propozitiile compuse de mai jos sunt tautologii:
1° pVp < p; pAp < p (principiul idempotentei);

2° pV (Ip) (principiul tertului exclus);

3°11p & p (principiul dublei negatii);

4° 1(pVq) < IpANlgq

1(pAg) © TpV g } (principiul dualitdtii sau relatiile lui DE MORGAN).

Demonstratia se realizeaza cu ajutorul tabelului, verificAndu-se fiecare combinatie de valori de adevar.

B Notiunea de multime este o notiune primard, obtinutd in urma unui proces de abstractizare. Pentru inceput se poate spune c3
o multime este o colectie de obiecte care au o proprietate comuna.

Multimea care nu are niciun element se numeste multimea vidd si se noteaza @.

Daca elementul a apartine multimii A, se va scrie a € A; in caz contrar, a & A.

Se vor defini urmatoarele relatii intre multimi (A si B sunt doua multimi):
-incluziune (nestrictd): A € B & ((V X)x€€EA =>x € B) (A este inclusa in B);
-egalitate: A=B & AS B ANB € A (Aesteegald cu B);

- incluziune strictd: Ac B & A S B A\ A # B (A este inclusd strict in B).

Daca A este o multime, se noteaza cu P (A) multimea tuturor submultimilor lui A sau multimea pdrtilor lui A.
Avem: ) € P(A), AEP(A)siM c A & M e P(A).

Se definesc urmatoarele operatii cu multimi:
- reuniunea:AUB={x; x€AVx€EB};
- intersectic:ANB ={x; x€A Ax€B};



- diferenta: A\B={x; x€B Ax¢ A}.

AuB ANB A~B

Operatii cu mulgimi

Sa se demonstreze ca, pentru oricare doua multimi A si B, exista relatiile:
1°AcB ©@AUB=B A\B=0 ANB=A4;

2° AUB=ANB S A =B,

3° A= (A\B)U(A NB);

4° AUB=(A\B)UA NB)UB\A).

1° Evident.
2° (=) (V)x e Aavemx € AUB = ANB, decix € B sideciA € B. Analog se aratd ca B € A, deci A = B.
39 Incluziunea " 2 " este evidenta. Reciproc, fie x € A fixat; dacdx € A\ B, rezultd cdx € B, decix € ANBsideciA €

(A\B)U(ANB).
4° A UB = (conform 3°) = ((A\ B) U(A NB)) U((B \ AU(A NB)) = (A\ B)U(B \ A)U(4 NB).

Reprezentarea grafica a trei mulgimi
A, B, C prin diagrame Venn-Euler

[ | Fie multimile A, B. Daca A € B, multimea B \ A se numeste complementara lui A fata de B si se noteazd CzA sau CA
daca nu exista nicio posibilitate de confuzie.
Daca A este fixatd, se mai noteaza CzA = B.

Sa se demonstreze ca daca X, Y sunt doua submultimi ale lui A, atunci:
C(XuY)= CXncCY } L
C(XNY)= EXUEY (relatiile lui DE MORGAN).
Avemx EC(XUY) © (xEANxEXUY) o (xEANxEXNxgY)eo (xeEA\X AxEA\Y) &
S x€eECXNCY.
n mod similar se demonstreaza a doua afirmatie.

[ | O multime de multimi 4;, i € I se numeste familie de multimi “I-indexata” si se noteaza cu (4;);¢;. Vom scrie:
Uict4; = {x; (@)i € Ia.l.x € A;} (reuniunea familiei (A;);e;);
Nies 4; = {x; x € A; (V)i € I} (intersectia familiei (A;)ier)-

Sa se demonstreze:
C (Uies 4i) = Nies CA; } L )
relatiile lui DE MORGAN generalizate).
C (Nier Ap) = Ui CA; (rela g )
X € C(UiEIAi) = X 6 UiEIAi = X eAl (V) i€l & x € CAL (V) ieEl] © x € niEICAi'
A doua afirmatie se demonstreaza inlocuind A4; cu CA4;.

| Se dau multimile X, Y . Se defineste produsul cartezian al acestora multimea:
XxXY ={(x,y); x€EAAN YyEB},
unde (x, y) este pereche ordonatd, adica (x,y) = (y,x) © x = y.

Sa e demonstreze ca, daca 4, B, C sunt trei multimi, atunci:



1° AxB)N(BxA)=(ANB)X(ANB);

2° AX(BUC)=(AXB)UAXC); AX(BNC)=(AXB)Nn(ANC);
3° (AUB)XC=(AXC)UBXC); ANB)XC=(AXC)n (B XC);
4° AXB=BXxA & A=B.

1° x,y) E(AXxB)N(Bx4) © (xy)€E(AXB)A(x,y) EBxA)o ((x€ANYyEB)A(xEB AYy€EA)) &
(x€eAAXEB)A (yEAANYEB)) © (x,y) E(ANB)X (ANB).
in mod similar se demonstreaz3 si celelalte afirmatii.

| Se numeste relatie binard (relatie) de la multimea X la multimea Y o submultime R a produsului cartezian X X Y.
Astfel, dacd (x,y) € p € X X Y, se va scrie x p y si se spune ca x este in relatia p cu y.

O relatie binara f de la multimea X la multimea Y se numeste functie (aplicatie) definitd pe X cu valori in Y, daca:

1° f este completd: Dy :={x € X; (3)y €Y a.1.(x,y) € f } coincide cu X;

2° f este univocd: (V)(x,y) Efsi(x,y')eEf=>y=y"

X se numeste domeniu de definitie al functiei, iar Y codomeniu.

Sevanotay = f(x)inloc de (x,y) € f sise va spune cd f(x) este imaginea lui x prin f sau valoarea functiei f in x.
O functie f definita pe X cu valori in Y se noteaza astfel:

fiX->Y; X£>Y; X3x-=f(x)eY; y=f(x),x€eX.

Daca A c X se defineste imaginea lui A prin f multimea:

fA) ={yeY; @xedalf(x)=y}
Daca B c Y atunci se defineste preimaginea lui B sau imaginea reciprocad a lui B prin f:

fUB)={xe€X; f(x) €B}.
Fie f: X = Y o functie. Atunci au loc relatiile:

1°f(A)\f(B) € f(A\B), VA, B € X;

20 C,f(A) C f(CyA), VAC X, dci f(X) = Y;

3°f"HA\B) = fTY A\ f'(B), VA BCY;

4° f=1(C,B) = Cxf1(B), VB C Y.

5% f(Uier4) = Uier f(AD 5 f(Nier A © Nier f(AD),

unde (4;);¢; este o familie de submultimi din X, iar / o familie arbitrara de indici.
6° f'(UierB) = Uier f 7B 5 [ (NierB) © Nier f1(BY)

unde (B;);¢; este o familie de submultimi din Y, iar / o familie arbitrara de indici.

1°yef(A\f(B) ® yef(AAANy&f(B) & Ax€Acuf(x) =y Ay#f(b)VbEB =23x€A\Bcuf(x) =y &
y € f(A\ B).

2° Rezulta din 1°.

3°x e fTY(A\B) © f(x) EA\B & f(x) EAANf(x)¢&B © xeftA)AxegfI(B)exef 1A\ f1B).

4° Rezulta din 3°.

5°Avem:y € f(Uigr4) © (3x€Uigqd; aly=f(x) (Eli0 EINIxEA a.i.y=f(x)) S
= (Elyo €Elaiye f(Aio)) & vy € Ui f(4).

yef( Al-)(:) dx € A; aly=f(x) =>(EIxEA,ViEIa.i.y=f(x))
) )
= (yef(A)Viei) & y €N f(4).

6° Similar.

| Fie X,Y doua multimi si o aplicatie f: X — Y . Vom spune c4 f este:
e injectivd: dacaV y € Y exista cel multunx € X cu f(x) = y;
e surjectivd: daca V' y € Y exista cel putinunx € X cu f(x) = y;
e bijectivd:dacaVy €Y existd exactunx € X cu f(x) = y.
Fie f: X — Y o aplicatie. Atunci:
19 festeinjectivi & YV A;,A, € X cu f(A1) € f(A4,), rezultd A; € A,;
2° feste surjectivi< V B;,B, €Y cu f~1(B,) € f~1(B,), rezultd B, € B,
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e (=) Se considera un element x, € A; si va trebui sa aratam ca, in conditiile din ipoteza, x, € A,.
Din xo € A4 rezulta f(xy) € f(A,), iar din f(A;) € f(A,) rezultd f(x,) € f(A,) adica existda un x; € A, pentru care f(x;) =
f (xp)- Din injectivitatea functiei rezulta ca x; = x,. Asadar, x, € 4,.
e (&) Reciproc, se presupune ca pentru orice submultimi A4, A, € X cu proprietatea f(4,) € f(A4,), exista relatia
A; € A,si sa demonstram ca f este injectiva. Fie x;,x; € X cu f(x;) = f(x;). Se considera A; = {x;} si 4, = {x,}. Avem
f (A1) = f(Ay)si deci, conform ipotezei, A; = A, deci x; = x;.
20
e () Se presupune ci f este surjectiva si se considera doud submultimi B;,B, €Y cu f~1(B;) € f1(B,)
Fie un element y, € B;; deoarece f este surjectiv, existd un x, € X a.i. f(x,) = y, decix, € f~1(B;) sidin f~1(B;) € f~1(B,)
rezultd x, € f~1(B,) deci f(xo) € B,. Asadar y, € B,.
e (<) Se presupune valabil faptul cd pentru oricare doud submultimi B;, B, € Y cu proprietatea f~1(B;) € f~1(B,)
avem B; € B, si sd consideram un element arbitrar y, € Y si sa demonstram ca exista un x5 € X a.i. yo = f(xq).
Intr-adevar dacd y, € Y si dacd presupunem (prin reducere la absurd) c3 nu exista niciun element x, € X pentru care y, = f(x)
ar rezulta cd f "1 ({y,}) = ©. Atunci am avea pentru orice y; € f(X) relatia f "1 ({yo}) © f~*({y1}). Deci, conform ipotezei,
{vo} © {31}, ceea ce inseamnd cd y = y;. Rezultd cd y € f(X), ceea ce contrazice presupunerea ficutd f 1 ({y,}) = 0.

| Pentru oricare doua functii f: X - Y si g:Y = Z se defineste compunerea acestora ca fiind functiag o f: X — Z,
gof ()= g(fx).
Observatii:

1° Pentru a putea compune doud functii, este necesar ca domeniul de definitie al celei de-a doud s fie egal cu codomeniul
primeia.
2°Compunerea functiilor nu este comutativa, adica oricare ar fi functiile f, g: X = X, nu este obligatoriucafog =go f.

O aplicatie f: A — B se numeste inversabild dac existd o aplicatie notatd f ~1: B — A si numitd inversa lui f si care satisface
conditiile: (f 1o ) (x) =x,Vx €Asi (fof)(y)=y,Vy€EB.

O functie f: A — A este inversabila daca si numai dacd este bijectiva.

1° (=) Consideram functia inversabild f: A — A si s3 demonstrdm c§ este bijectiva. Deci existd o aplicatie f ~1:4 - A cu
proprietatea: f(x) =y © f1(y) =x, Vx,y € A.

Dac existd x1,x, € Aa.l. f(x;) = f(x,), atunci, deoarece f ~este functie, f 1 (f(x;1)) = f~*(f(x2)) (v. proprietatea de
completitudine de la definitia functiei), de unde rezulta ca x; = x,. Astfel s-a demonstrat injectivitatea functiei f.

Fie acum un y, € A. Folosind proprietatea de univocitate de la definitia functiei, rezultd cd putem nota x, = f ~1(y,). Astfel s-a
demonstrat ca exista un x, pentru care f(x,) = Yo, asadar f este si surjectiva.

2° (&) Consideram functie bijectivd f: A — A si s3 demonstram c§ este inversabild. Vom considera relatia f ~1definita pe
multimea A prin relatia: x f ™'y & f(x) =y, V x,y € A si se vademonstra c3 f ~satisface cele doud conditii din definitia
functiei.

Fie un y € A. Deoarece f este surjectivd, existd un x € A pentru care f(x) = y, deci exista f ~1(y) si acesta este chiar x.
Presupunem acum ci exista x;,x,,y € A cu proprietatile: y f 1x; siy f "1x,. Rezultd f(x;) =y = f(x) si, cum f este injectiva,
rezultd x; = x, si astfel s-a demonstrat si a doua conditie din definitia functiei, deci f 1 este functie, fiind chiar inversa lui f.

M 0.1.9. Fie multimile X, Y, Z si functiile f: X = Y, g:Y = Z, u:Z - X. Atunci:

1° Daca g o f este injectiva, atunci si f este injectiva.
2° Dacd g ° f este surjectiva, atunci si g este surjectiva.
30 Daca oricare doua din functiileuo go f, go fou, f ouo g suntinjective si a treia este surjectiva (sau oricare doua din

ele sunt surjective si a treia injectiva) atunci f, g, u sunt bijective.

1° Fie 1, x, € X astfel ca f(x1) = f(x,). Atunci g(f (x1)) = g(f (x2)), adica (g o )(x1) = (g © f)(x3) sicum g o f este
injectiva rezulta x; = x,.

2° Deoarece g o f este surjectie, oricare ar fi z € Z existd x € X astfel incat z = g(f(x)). Deci existd y = f(x) € Y astfel
incat z = g(y).
30
| O relatie definita pe multimea A sianume R c A X A se numeste relatie de echivalentd pe multimea A daca este:
o reflexiva: (a,a) ER, Va €A



e simetricd: (a,b) ER = (b,a) ER;
e tranzitiva: (a,b) eRA(b,c) ER = (a,c) ER.

Sa se demonstreze ca egalitatea a doua multimi este o relatie de echivalenta.

| Se considera relatia de echivalenta R € A X A, unde A este o multime. Oricarui element a € A i se asociaza multimea:
Ro={b€EA; aRb},
numita clasa de echivalentd a elementului a.

Sa se demonstreze ca multimea claselor de echivalenta ale unei relatii de echivalenta R € A X A, multime notata A / R,
formeaza o partitie a multimii A, numita multimea cdt (factor) a lui A prin relatia R, deci poseda proprietatile:

1° Elementele acesteia sunt multimi nevide;

2° Elementele acesteia sunt multimi disjuncte intre ele doua cate dous;

3° Reuniunea acestor multimi este chiar multimea A.

Avem A /R ={R,; a € A}siseremarca faptul ca pentru doud elemente distincte a, b € 4, clasele de echivalentd R,, Rj, sunt
disjuncte sau concid. De asemenea, datorita proprietatii de reflexivitate, orice element a € A apartine macar unei clase de
echivalentd (a € R,), deci Ugeq Rq = A.

| (Tearema punctului fix a lui KNASTER-TARSKI) Fie multimea A si functia f: P(A) = P(A) “crescatoare”, adica daca

B € C < Aatunci f(B) € f(C). Sa se demonstreze ca exista G < A astfel incat f(G) = G.

Avem @ € f(0) si A 2 f(A). Vom demonstra ca exista o multime G astfel incat G < f(G) si f(G) S G.

FieG = {B € P(A): B < f(B)}sifie G = Upeg B. Daca B € G atunci B € G si astfel f(B) S f(G). Astfel B € f(B) < f(G).
Rezultd G = Ugeg B € f(G) siastfel G € G. Pe de altd parte, deoarece G € f(G) rezultd ca f(G) € f(f(G)) si deci f(G) € G.
Astfel f(G) € UpegB = G.

| (Teorema SCHRODER-BERNSTEIN). Fie multimile 4, B si functiile injective f: A > B si g: B — A. Atunci A ~ B.
Se considerd aplicatiile f:P(A) » P(B) si g: P(B) —» P(A), determinate de functiile f si g. Se observa ca acestea sunt
crescatoare.

Pe de alta parte, aplicatia C4: P(A) — P(A) definita prin C,(D) = A \ D este descrescatoare, ca de altfel si aplicatia similard
Cg:P(A) —» P(B). Astfel aplicatia compusda S = C,ogoCgzo f : P(A) - P(A) este crescitoare.

Teorema punctului fix a lui KNASTER-TARSKI sustine ca exista o multime D € A astfel incat S(D) = D. Restrictia fip este o
bijectie definits pe D cu valoriin f(D). Fie E = f(D), astfel ¢ Cz(f(D)) = B \ E. Atunci:

A\D = (C4(D) = CA(S(D)) = CA(CA °ogeoCp °f(D)) = g(CBf(D)) = g(B\ E).

A B

S(¢) = F; S(F) = FUH; 5(A) = FOHUS

Restrictia g|p\ g este o bijectie definita pe B \ E cuvaloriin A\ D; fie k: A\ D — B \ E inversa acesteia.
Punem h(a) = fip(a) pentrua € D si h(a) = k(a) pentrua € A\ D. Se observa cd h posedd proprietatile cerute.

| O relatie definita pe multimea A sianume R c A X A se numeste relatie de ordine (partiala) pe multimea A daca este:
o reflexiva: (a,a) ER, Va €A
e antisimetricd: (a,b) E RA(b,a) ER= a=b;
e tranzitiva: (a,b) eRA(b,c) ER = (a,c) ER.



n acest caz, se spune cd multimea A este ordonatd.

Incluziunea nestricta () a doua multimi este o relatie de ordine.

| Fie (X, <) o multime ordonatd si A € X o submultime a sa. Vom spune ca M (respectiv m) este un majorant (respectiv
minorant) al multimii A daca x < M (respectivm < x),V x € A.

Un minorant (respectiv majorant) al multimii A si care apartine multimii A se numeste prim element, cel mai mic element sau
minim (respectiv ultim element, cel mai mare element sau maxim) si se noteaza cu min A (respectiv max A).

Spunem ca (X, <) este o multime total ordonatd sau lant (in care caz vom spune ca < este o relatie de ordine totald) daca pentru
oricea,b € X avem a < b sau b < a (proprietatea de trihotomie).

Daca (X, <) este o multime total ordonata, se spune ca aceasta este bine ordonatd daca pentru orice submultime nevidd A € X
poseda un prim element adica exista un element a € A cu proprietateaa < x, V x € A.

Orice submultime a unei multimi bine ordonate are un prim element si acesta este unic.

Cel mai mic majorant (respectiv cel mai are minorant) al multimii A se numeste margine superioard (respectiv margine inferioard)

a multimii A si se noteaza cu sup 4, sup x (respectiv inf 4, inf x).
XEA XEA

| Se noteaza cu ‘U (multimea-univers) multimea tuturor multimilor ce se vor studia ulterior. Se spune ca doua multimi
A, B € U sunt echipotente si se noteaza A ~ B daca exista o functie bijectiva f: A — B.
Relatia de echipotenta a doua multimi este o relatie de echivalenta pe U.

Demonstratia este simpla.

Clasele de echivalenta se vor numi numere cardinale. Astfel, clasa de echipotenta a multimii A € ‘U se va numi cardinalul lui A si
se va nota A sau card A.

| Se defineste multimea asociatd unei multimi A € U ca fiind multimea notat3: 4 := {(a,A); a € A}.

DacaA,BEeUsiA ~ B, atuncid ~ B.

intr-adevar, dacd f: A — B este o bijectie, atunci aplicatia f: A — B, definita prin f (a,A) = (f(a), B) este o bijectie.

| Se defineste reuniunea disjunctd a doud multimi 4, B € U multimea notati: AVB = A UB .
DaCé Al,Az,Bl,Bz € 'U Cu A1 ~ A2 §| B1 ~ Bz, atunci: Al A Bl ~ A2 \Y Bz.
Fie A, # B, deci A; N B; = @. Bijectiile f : A; = A,, §:B; = B, determin3 bijectia:

F:A{UB; » A,UB, prin F(a,A,) = f (a,4;) si F(b,B;) = g(b,By).
(S-a presupus si A, # B5.)

| Dandu-se o multime A € U, o aplicatie f: A X A = A se numeste lege de compozitie internd sau operatie. Daca operatia

este notata printr-un simbol *, atunci se poate nota: f((a, b)) i=ax*xb, Va,b € A.

Dacd *: A X A — A este o lege de compozitie pe multimea A, spunem ca o submultime B € A este parte stabild in raport cu legea
de compozitie,dacaVx,y € B = x*y € B.

Pe multimea numerelor cardinale sepoate defini o operatie aditiva :
Fiea= A, b=B.
Se numeste sumd a numerelor cardinale a si b numarul cardinal, notat a + b, al multimii A V B.

Oricare ar fi numerele cardinale a, b, ¢ au loc proprietatile:
1° a+ (b +c) = (a + b) + ¢ (asociativitatea adundrii);
2°a+b =b+a (comutativitatea adundrii).

Se aplica exercitiul precedent.
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. Fie Al'AZ'Bl' Bz EU b astfel incat: Al R Az $| Bl R Bz. Atunci: Al X AZ = Bl X Bz.

Daca f: A, = A, si g: By = B, sunt doua functii bijective si f: By = A, , atunci:
fXg:A; XBy = Ay X By,

definita prin:
(f x 9)(a,b) = (f(a), g(b))

este o bijectie.

| Se numeste produs al numerelor cardinale a si b numarul cardinal, notat a - b sau ab , al multimii A X B.

Daca a, b, ¢ sunt trei numere cardinale, atunci:

1° a(b + ¢) = ab + ac (distributivitatea produsului fatd de adunare);
22 a(bc) = (ab)c (asociativitatea produsului);

3° ab = ba (comutativitatea produsului).

Se aplica exercitiul precedent.

| Dacd a, b sunt doua numere cardinale, atunci prin a ridicat la puterea b se intelege numérul cardinal a? al multimii
aplicatilordelaBla A, {f:B — A}.

Daca AI'AZI Bll B3 EU §| A1 R AZ §| B1 =2 B2 P atunci:
{f:B1 » A1} ~ {g: B, > A3}
Sa se deduca de aici ca daca a, b, ¢ sunt trei numere cardinale, atunci:
12 gb . g€ = gbte.
2° af - b = (ab)S;
3° (ab)C = @2,

Fie hy:A; = A,, h,: B; - B, doua bijectii si f: B; = A; o aplicatie oarecare. Atunci F(f) = hy o f o h;1 V f este o aplicatie
bijectivade la {f: B, = A }la{g: B, — A,}.

| Se spune ca numarul cardinal a = A este mai mic sau egal cu numdrul cardinal b = B si se scrie a < b daci existd o
submultime B’ € B astfel incdt A ~ B’. (De asemenea, sevascriea < bdacda < bsia # b.)
Astfel s-a definit o relatie binard < pe multimea U | ~ a cardinalilor universului U.

Daca a, b, c sunt numere cardinale, atunci:
1° a < q;
2°a<b A b<c>acZ<c.

1° Este evidentca A ~ A.
2° DinA~B', BBcB, B~C',C'cC rezultd A~ C"siC" c C.

| (Teorema lui FELIX BERSTEIN). Dacia =4, b = B si se verific3 simultan relatiilea < bsib < a,

atuncia = b.

Prin ipoteza, existd aplicatiile bijective f:A - B', B'c B, g:B —» A’, A' C A.
Definim functia: ¢: P(4) - P(A4) prin:

eE)=An[g(Bnf(E))]. (1)
Se vede ca @ are proprietatea de “monotonie”’:
ECF = ¢(E) C o(F). (2)

Se considerd multimeaD ={E : E € P(A) ANE c @(E)}. Rezulta @ € D. Fie apoi D = Ug. Cum E € D, pentru fiecare E € D,
(2) implica E € @(E) € ¢(D), VE € D. Deci D c ¢(D).
Se aplica din nou proprietatea (2) functiei ¢ si se obtine ¢(D) c (p((p(D)). Rezulta (D) € D.
Este valabila si incluziunea inversa D = Up>D @ (D). Deci D = @ (D). Se aplica (1) si rezulta:
D=An[g(BnfD))].
Atunci AnD = g(B N m) Urmeaza ca functia h definita prin:
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f(x) pentru X€ED
h(x) =
g~ 1(x) pentru x € A\ D

realizeaza o bijectie a lui A cu B.

| Pe multimea numerelor cardinale, < este o relatie de ordine.

Se aplica cele doua exercitii anterioare.

| (Teorema lui CANTOR) Fie A o multime arbitrara. Atunci card A < card P(A).

DacdA=@,avemcard A =0 < 1= card P(A).

Presupunem acum cd A # @. Deoarece aplicatia A 3 x — {x} € P(A) este injectivd, avem card A < card P(4).

Dacd am avea card A = card P(A), atunci 3f: A = P(A) bijectiva si notam f(x) prin A, (x € A). Se considera multimea:
M:={xeA: x¢&A,}

CumM € P(A), Ixy € AcuA, = M.Dacd xy € Ay, avem xo € M = A, , absurd, iar daca x, & A, ,avemx, € M = Ay,

iarasi absurd.

| Fie (4, <) o multime bine ordonatd si a € A. Submultimea:
A, ={x€A: x<a}
se numeste semidreaptd din A determinata de elementul a.

(Principiul inductiei transfinite). Fie (A, <) o multime bine ordonatd. Daca A’ este o submultime a lui A cu proprietatile:

1° A’ contine primul element din 4;
2° Pentru orice semidreapta A, € A" avema € A', atunci multimea A’ coincide cu multimea A.

Sa presupunem ca submultimea A" € A poseda proprietatile 1° si 2° darcd A" # A.
Atunci A \ A’ este submultime nevida a multimii bine ordonate A si care admite un prim element biarb & A’. Atunci A, € A,
dar conform 29, b € A’, ceea ce este absurd.

[ | Fie (4, <) o multime total ordonata cu prim element. Daca singura submultime A’ a lui A care satisface conditiile 1° si 2°
de la exercitiul precedent este chiar A4, atunci (4, <) este bine ordonata. (reciproca teoremei anterioare)

Presupunem ca B este o submultime nevida a lui A care nu are prim element. Atunci A’ = A \ B este o submultime a lui A care
nu contine primul element din A. Daca A, este o semidreapta din A’, atuncia € A’, in caz contrar, a ar fi primul element din B.
Conform principiului inductiei transfinite, A" = A, adica A \ B = A4, deci B = @, ceea ce contrazice presupunerea initiala.

Observatie. Ultimele doua teoreme, care sunt mutual reciproce, arata ca principiul inductiei transfinite este echivalent cu buna
ordonare. Vom spune ca teoremele care sunt demonstrate pe baza acestui principiu sunt demonstrate prin recurentd.

| Doua multimi total ordonate, (4, p) si (B, o) se numesc asemenea, si se scrie A = B, daca exista o bijectie f: A = B cu
proprietatea:
xpy = f(x)o f(y), Vx,y € A

Daca (4, <) este o multime bine ordonata si f: A — A este o asemanare, atunci: x < f(x), V x € A.

Presupunem ca existd un x, € A cu proprietatea f(x,) < x,; fie a cel mai mic element x,, cu aceasta proprietate.
Avem f(a) < asi, aplicind asemanarea, deducem (f(a)) < f(a). Deci f(a) = b are proprietatea f(b) < b sicum f(a) < a,
adicd b < a, rezulta ca a nu este cel mai mic element, ceea ce contrazice presupunerea facuta.

| Daca (4, <) si (B, <) sunt doua multimi bine ordonate, atunci:
1° A nu este asemenea cu nicio semidreapta A, a sa;

204, = A, >x=1y;

3% A = B implica existenta unei singure asemanari f: A - B.

1° Admitem prin absurd ca f: A — A, este o asemanare pentru un x € A.
12



Conform exercitiului precedent, x < f(x). Dar f(x) € A,, deci f(x) < x, contradictie.

2° Din A, =~ A,, x # y putem avea x < y, atunci A,, este asemenea cu o semidreaptd A, a sa,

in contradictie cu 1°.

3° Fie f,g: A » B doud asemandri. Rezultd f ~1 o g: A — A este o asemanare. Conform exercitiului precedent:
Vx€A x<flogk).

Atunci f(x) < g(x). Schimband rolul lui f cu g, avem si g(x) < f(x).

Deci pentru orice x € 4, f(x) = g(x).

M 0.1.29. Consideram un “univers” ‘U de multimi total ordonate. Se observa ca relatia de asemanare, definita in exercitiul
anterior, constituie o relatie de echivalenta. Clasa de echivalentd a unei multimi total ordonate (4, <) se va nota prin ord A si se
va numi tipul de ordine al lui (4, <). Daca (4, <) este bine ordonatd, aceeasi proprietate o va avea orice alt element (B, <) din
ord A si se spune cd ord A este numdrul ordinal al lui (4, <).

Notam cu Z multimea tuturor numerelor ordinale. Pe Z se poate defini o relatie de ordine (partiala) in modul urmator:

Fie (4, p) si (B, ¢) doua multimi bine ordonate si @ = ord 4, = ord B.Vom pune a < f dacd existd x € B cu proprietatea
A = B,. Notdm a < f daca ¢ < f§ sau a = (5. Se verificd usor cd @ < f depinde numai de numeralele ordinale a si 8 si nu
depinde de reprezentantii (4, p), (B,0o) .

Admitand axioma alegerii, putem stabili proprietatea de dihotomie a multimii (Z, <).

Axioma alegerii. Pentru orice familie F nevida, de multimi nevide, disjuncte doua cate doua, exista o multime A care are in
comun cu fiecare multime din F un element si numai unul.

Axioma alegerii este echivalenta cu fiecare dintre urmatoarele propozitii:

Lema lui TUCKEY. Orice familie nevida de caracter finit are un element maximal.

Pentru orice pereche de numere ordinale « si [ are loc una si numai una dintre relatiile:
a<pB, a=8 <a.

Exercitiul anterior confirma faptul ca are loc cel mult una dintre relatii. Mai trebuie sa demonstram ca se verifica cel putin una
dintre relatii.

Dacda = ord A, B = ord B, (4,p) si (B, o) fiind bine ordonate, fie F familia tuturor asemanarilor de la semidreptele lui A sau
A la semidreptele lui B sau B, avem {(a, b)} € F, a fiind primul element din A si b primul element din B. Deci F # 0.

Conform principiului de maximalitate al lui HAUSDORFF, exista un lant maximal £ c F. Fie h =U,. Se verifica usorca h € F.
Dacd dom h si codom h sunt semidreptele A, si By, ale lui A si B, respectiv, atunci h U {(x, y)} poate fi addugatad lui L si aceasta
poate contrazice maximalitatea lui L.

Situatia dom h # A si codom h # B este exclusa. Din dom h = A si codom h = B urmeazd a = f8; dindom h = A si codom h =
B, rezulta & < B; ultima posibilitate dom h = A, si codom h = B conduce la § < a.

[ | Multimea (Z, <) este total ordonata; pentru orice a € Z, ord Z, = a.

Se utilizeaza exercitiul anterior, fie a = ord A. Se va construi o aplicatie f: Z, — A ce se va dovedi asemanatoare in raport cu
ordondrile bune subintelese. Pentru x € Z, are loc x < a. Conform ex. 0.2.15, exista unic y € A astfel incat Z, = A,,; definim

y = fx).

| Pentru orice numar cardinal a exista cel putin un numér ordinal « astfel incdt a = Z,,.

Fie A = a. Pe baza axiomei alegerii, exista o buna ordonare p pe A. Se noteaza @ = ord A si din teorema precedenta se deduce

ca (4, p) este asemenea cu (Z,,<). Deducem A = Z, si prin urmare a = Z,,.

| Se considera multimea-univers U si familia U /~ a cardinalilor acesteia. Atunci ordonarea < este totala si buna.
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Precizand bune ordonari <4 (conform teoremei lui ZERMELO) pentru fiecare element A din U, obtinem un univers U’
{(4,<4): A € U} de multimi bine ordonate. Fie Z multimea cardinalilor lui U'. Pentru un numar cardinal a, exista, conform
teoremei precedente, un ordinal @ incidt a = Z,. Daca unui alt cardinal b ii corespunde ordinalul 8 are locevidenta < b © a <

B. Conform celor doua exercitii anterioare, (U / ~, <) este total si bine ordonata.
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Multimi, relatii, functii. Exercitii

[ | Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale cardinalului unei multimi:
1° card (AUB) = card A + card B — card (A N B);
2° card (AUBUC) = card A+ card B+ card C —card (ANB) —card (ANC)—card (BNC) +card (ANBNC)
3° card (A\ B) = card A—card (AN B)
40 card (A X B) = card A - card B.
| Fie f: R — R o functie oarecare.
1° Daca f este simultan crescatoare si monoton descrescatoare, atunci este constanta.
2° Daca f este simultan para si impara, atunci este functia nula.
| Fief,g:R —» R.
1° Daca f, g sunt (strict) crescatoare, atunci f + g, f o g sunt (strict) crescatoare.
2° Daca f, g sunt (strict) descrescdtoare, atunci f + g este (strict) decrescdtoare f o g este (strict) crescatoare.
. 1, xeQ ., . .. e - .
| Fie fiR-> R, f(x) = {0, X ER\Q Sd se arate ca orice numar rational este perioada a lui f, dar niciun numar

irational nu este perioadd a lui f. Are f perioada principala?

Daca f:E —» F, g:G = H si h: K — L sunt trei functii astfel incat F € G si H S K, atunciho (go f) = (hog) o f.

Oricare ar fi x € E avem:

(he(goN)@ =h((ge NHE) =h(g(fF@)) = (o (F(0)) = ((hog) s H).

Vezi: Clase de functii
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Anexe

Multimi de numere

M 0.2.1. Se defineste multimea numerelor naturale ca fiind un sistem (N, 0, s) format dintr-o multime N, un element fixat 0 € N

(numit zero sau numdr nul) si o functie s: N — N, numita functie de succesiune si care satisfac proprietatile (axiomele lui

PEANO):
e (N;) neN, s(n)#0 (0 nu este succesorul niciunui numar natural)
e (N) mmneN, stm)=s(n)=>m=n (functia de succesiune este injectiva)

e (N3) Dacaosubmultime M < N satisface proprietatile: 0 € Msin € M = s(n) € M atunciM = N (principiul
inductiei complete).

Sa se arate ca orice numar natural diferit de zero este succesorul unui numar natural.

FieM ={n |n € NA3Im € Na.i. s(m) = n}. Conform (N,), rezultd 0 ¢ M. Fien € M, deci exista m € N ci s(m) = n. De aici
s(n) = s(s(m)) € M. Conform (N3), avem {0} UM = N.Deci M = N \ {0}.

Observatii.

1°  Succesorul unui numar n € N se mai noteaza si s(n) = n*.

2°  Convenimsanotam: 0 =1, 1" =2, 2* =3, ..

3°  Propozitia: (Vvn)(neN AP(0) AP(n) » P(n*)) = (Vn)P(n)

este adevaratd si se numeste teorema inductiei complete. in practic, principiul inductiei se aplicd sub forma:

(3) ng = 1cuP(ny) adevarata.

< x o
(V)n=ny cuP(n) adevarata = P(n+1) adevératé.} =~ ) esraonRE )R =

W 0.2.2. Se defineste adunarea numerelor naturale ca fiind o lege de compozitie care asociaza la doua numere naturale a, b €
N suma acestora, notata a + b , operatie care poseda proprietatile:

1° a€eN, a+0=aq;

2° ab€eN, a+s(b) =s(a+b);

Sa se demonstreze ca oricare arfia,b,c € N, avem:
1° a+1=s(a);
20 O+a=a;
30 a+b=0<a=0Ab=0;
40 s(a) + b = s(a + b);
50 a+b=b>b+ a (comutativitate);
6° a+(b+c)=(@+b)+c (asociativitate);
7° at+c=b+c ©a=h.

10 a+1=a+s(0)=s(a+0)=s(a).
2° FieM ={alaeNAO+a=a}.AvemO0 € M, iardacan € M, atunci 0 + n = nsideci 0 + s(n) = s(0 + n) = s(n) si
conform principiului inductiei complete, M = N.
30
4_0
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Observatie. Relatiile 29,5, 6° arata ca (N, +) este semigrup comutativ cu element neutru.

M 0.2.3. Se defineste inmultirea numerelor naturale ca fiind o lege de compozitie care asociaza la doua numere naturale a,b € N
produsul acestora, notat a - b si care poseda proprietatile:

1° a€N, a-0=0;

2° a,b €N, a-s(b)=a-b+a.

Daca a, b, c € N, atunci:

e a-1=aq;

20 0-a=0;

30 a-b=0a=0V b=0;
40 s(@)-b=a-b+b;

50 a-b=b-a (comutativitate);

6° (a-b)-c=a-(b-c) (asociativitate);

70 a-(b+c)=a-b+a-c (distributivitatea inmultirii fata de adunare).
10

Observatie. Relatiile 1°,59, 6° arata ca (N, -) este semigrup comutativ cu element neutru.

M 0.2.4. Se defineste o relatie pe N:
a,beEN, a<bh ©3Ix€EN, b=a+x.

Relatia definita anterior este o relatie de ordine totala si buna pe N.

Demonstratia este evidenta.

[ | Oricare arfia,b,c € N, avem:

i@ 0<aq;

2° a < s(a);

30 a<b & s(a) <s(b);

40 a<bhb sa+c<b+cg;

50 Dacac # Qatuncia<b ©a-c<b-c

6° a+0 =>3In€eEN, b<n-a (axioma lui ARHIMEDE).

1° Rezulta dina = 0 + a.

2° Rezultd din s(a) = a + 1.

30 a < b inseamna ca exista ¢ € Nincat b = a + c. Atunci s(b) = s(a + ¢) = a + s(c) = s(a) + c si deci s(a) < s(b).
o

co

60

Observatie. Din proprietatile 4°, 5° rezulta compatibilitatea relatiei de ordine cu adunarea respectiv inmultirea, de unde se vede
ca in raport cu fiecare din cele doua operatii, multimea N este un semigrup ordonat.

| Definim pe N X N relatia ~, definita prin:
(m,n) ~(m',n") esm+n'=n+m'.
Sa se demonstreze ca aceasta este o relatie de echivalenta.

Demonstratia este evidenta.

Observatie. Multimea cat a acestei relatii de echivalenta o vom numi multimea numerelor intregi si o vom nota:
Z=NXN/~.

17



Mai departe, vom nota [m, n] clasa de echivalenta (numdrul intreg) care contine cuplul (m, n).

M 0.2.7. Definim operatiile de adunare, respectiv inmultire a numerelor intregi prin:
[m,n]+[m' ,n']=m+m',n+n'], mn]-Im ,nl=m-m"+n-n,m-n"+n-m'.

Sa se demonstreze ca Z este un inel comutativ, cu element unitate.

Este necesar sa se demonstreze urmatoarele axiome:
m (Z, +) este grup comutativ:
1° Va,b€Z a+b=>b+a;
2% Vab,c€Z (a+b)+c=a+ (b+c),
30 30=[0,01€Z Va€Z a+0=0+a=aq;
490 Va€Z IbEZ a+b=b+a=06.
m (Z,") este un semigrup comutativ cu element unitate, adica:
50 VYa,bEZ a-b=>b-a;
6° Vab,c€Z (a-b)-c=a-(b-c);
7° Jde=[1,01€Z Va€EZ a-e=¢e -a=a.
m inmultirea este distributivd fatd de adunare, adica:

[ | Oricare ar fi numerele intregi a, b € Z, ecuatia a + x = b are o solutie unica pe Z.

Fiec = b + (—a), unde —a este opusul lui a.

Avem: a+c=a+ (b+(—a)) = (a+ (—a)) +b =0+ b = b, adici c este solutie a ecuatiei considerate.

Sa aratam ca aceasta este unica solutie. Presupunand ca ar exista doua solutii ¢, d, din a + ¢ = a+= b, adunand —a obtinem ¢ =
d=b+ (—a).

Observatii.
1° Elementul x = b 4+ (—a) € Z care este solutia ecuatiei @ + x = b se mai noteaza x = b + (—a) ¥ b — a si se numeste
diferenta dintre b si a, iar operatia (a, b) —» b — a se numeste scddere.
2° Scaderea poseda urmatoarele proprietati:

e inZ scaderea este o operatie binara definitd peste tot (adicd pe Z X Z), spre deosebire de cazul multimii numerelor
naturale, unde scdderea e definitda numi pe multimea {(a,b) € N X N, a < b}.
Ecuatia a + x = a are o solutie unica x = 0. Deci elementul zero in axioma 3 este unic.
Ecuatia a + x = 0 are o solutie unicd x = 0 + (—a) = —a, adica opusul oricarui element a € Z este unic.
Dina + (—a) = (—a) + a = 0 si proprietatea precedentd deducem cd —(—a) = a, oricare ar fi numarul intreg a € Z.
Dacd a,b,c € Zatuncia +c = b + ¢ © a = b. Intr-adevir din a + ¢ = b + ¢, adunand inh ambii membri numéarul —a si
folosind proprietatea de asociativitate, deducem ca a = b. Reciproca este evidenta.
De fapt toate aceste proprietati sunt valabile in orice grup comutativ.

| Fie Z* = Z \ {0}. Atunci relatia binara ~, definita pe Z X Z* prin:
(a,b) ~ (¢,d) & ad = bc,

este o relatie de echivalenta. Au loc urmatoarele relatii:

1°Va € Z, Vb,c € Z*, (a,b) ~ (ac, bc);

2°Va€Z Vb,c,deZ (a,b) ~ (ac,d) = d = bc

3°Va€eZ (aa)~ (1,1)si(0,a) ~ (0,1);

4°[(a,b) ~(c,d) ANa#0]=[c#0 A(b,a) ~ (d,0)].

Faptul cd ~ este relatie de echivalenta si primele trei relatii sunt usor de demonstrat. Pentru 4° se va tine seama ca daca (a, b) ~
(c,d), a # 0, atunci ad = cb. Dacé ¢ = 0, avem contradictiaa = 0 sau b = 0. in consecintd ¢ # 0. Urmeazd ca (b, a), (d,c) €
Z X7 .Darad =cb = (b,a) ~ (d,c).

def

| Se numegste sir o functie f: N — Q. Se vor nota termenii sirului f(n) & a,. Un sir mai poate fi notat simplificat (a;,)nen
sau, mai simplu, (a,).
Sirul (a,,) se numeste mdrginit daca exista un b € Q. a.l. |a,| < b, ¥ n € N*. Fie B multimea sirurilor marginite.
Sirul (a,,) se numeste sir CAUCHY daca pentru orice e € Q. exista un numar natural N (¢) (deci care depinde de ¢) astfel incat
|ap = aq| < &. pentru toti p, g > N(&). Notdam cu C multimea tuturor sirurilor CAUCHY.
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Sirul (a,;) se numeste sir nul daca pentru orice € € Q, exista un numar natural N (&), astfel incat |ap| < g, pentru totip > N(¢&).
Notam cu V' multimea tuturor sirurilor nule.

Avem: N c C c B.

Este clarca V' c C. Fie (a,) € C; atuncip,q > N(1) = |ap — aq| < 1. Dacd b este cel mai mare dintre numerele rationale
lasl, ... |anw|, |an@|+ 1, atunci |ap| < b pentru totip € N*.

| Pe multimea $ a sirurilor de elemente din Q definim operatiile:
(an) + (bn) = (an + by)

(an)(by) = (anby)

Atunci (S, +,7) este inel comutativ cu unitate.

| Avem urmatoarele proprietati:

1° C este parte stabild in S in raport cu operatiile + si - ;
2° (G, +,") este inel comutativ cu unitate;

3°N + C;

4° )V este ideal in C.

1° Fie (a,), (b,) € C,N(e) si M(e) intregii din Z, asociati acestor siruri. Daca p, q = max{N G),M (g)}, atunci :
|ap+bp—(aq+bq)| <e.
Deci (a,) + (b,) € C.
Fie acum c si d cu proprietatea |a,| < ¢, |b,| < d, Yn € N*. Dacd p, q > max{N (g),M G)} , atunci:
ce de
|apby — agby| = |ayby — ayby + apby — aghg| < |ap| - by = by| + [bg| - |ap — aq| < wtg=¢€
Deci (a,) - (b,) € C.
2° (G, +,"), dupa 1 si conform observatiei, (a,), (b,) € C = (a,) — (b,) € C, este subinel al inelului comutativ §. Sirul
constant (1,1, ...) este sir din C si este unitate in raport cu produsul din C.
39 Proprietatea este evidenta deoarece (1,1,...) EC\ V.
4° Daca (a,), (b,) € IV, atunci evident (a,,) — (b,) € IV, deci (V, +) este subgrup (a,) € N si (b,) € C; sd aratam ca (a,) -
(b,) € V. Cum insa (b;,) este marginit, exista ¢ € Q. incat |b,,| < ¢,¥n € N*. Fie apoi e € Q, oarecare. Exista N (S) asaca

pentru Vp > N (E) sd avem |a,| < % Deci, pentrup > N (S), avem |a,b,| < |a,| - c < e.Urmeaza ci (a,) - (by) € V.

M 0.2.13. Multimea R = C / IV se numeste multimea numerelor reale. Numerele reale sunt deci elementele multimii factor C /
NV, deciau formaa = (a,) + V.Senoteazi 0 = (0,) + N =N, (0,=0, VneN")sil=(1,)+N, (1,=1, VneN*); 0
se numeste numarul real zero, iar 1 unitatea din R.

Daca a = (a,) + NV si B = (b,) + IV sunt numere reale arbitrare, atunci:

{a +8=((a) +N)+ (b)) + V) = ((an) + (b)) + N = (ay) + (by) + N
a'IB=((an)+N)'((bn)+N)=(an)’(bn)+N=(anbn)+N

depind numai de numerele a, f si nu de reprezentantii (a,), (b,,) ai acestora.

intr-adevar, dacd @ = (a,) + N = (a},) + NV, B = (b,) + N = (b)) + NV, atunci fie (a,,) — (a),) = (c,) € N si (b,) — (b)) =
(d) € V. Urmeaza ca:
a+p=((a)+N)+ (b)) +N) = ((ap) + (cn) + M)+ ((by) + (dp) + V) =
= ((ap) + M) + ((by) + V).
De asemenea:
@B =((a)+N) ((bp) + ) = ((ap) + (cp) + M) ((bp) + (@) + V) = ((an) + N)((br) + V).
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[ | Pentru multimea (N, <) are loc principiul inductiei transfinite, anume:
Daca o multime M c N are proprietatile:

1° 0 € M;

2° Pentru orice semidreapta M,, € M, avemn € M,

atunci acea multime este chiar multimea numerelor naturale N.

Se particularizeaza forma generala a principiului inductiei transfinite (Ex. 0.2.12)

[ | O multime A se numeste finitd daca exista un numar natural n € N astfel incat: card A = card {1, 2, ..., n}.

O multime A este finita daca si numai daca oricarearfiB c A, B # A,avem: card A + card B.

| O multime care nu este finita se numeste infinita.

Multimea N a numerelor naturale este infinita.

Se observa ca functia f: N = N definitd prin f(n) = 2n este o injectie nesurjectiva. Deci card N = card f(N) c Nsi f(N) # N
ceea arata ca N nu este finita, fiind echipotenta cu o parte stricta a sa.

| Adunarea si inmultirea numerelor cardinale induc operatiile de adunare si inmultire in multimea N a numerelor naturale.

Mai intai demonstram ca suma a doua numere naturale m,n € N este un numar natural Ym,n € N.
Din asociativitatea adunarii numerelor cardinale rezulta:
m+n*=m+m+1)=(m+n)+1=m+n),
unde s-a notat cu * succesorul unui numar natural.
Fixand un numar natural oarecare m € N, fie M multimea acelor numere naturale n pentru care suma de doua numere cardinale
m + n este un numar natural. Dinm 4+ 0 = mrezulta 0 € M.
Mai departe, dacan € M, atuncim +n € Nsim + n* = (m + n)* € N, decin* € M. Aplicand principiul inductiei, rezulta ca M
este chiar N. Cum m a fost ales arbitrar, rezulta: m+ n €N, Vm,n € N.
Sa demonstram aceeasi proprietate si pentru produs. Avem:
m-0=0 m-1=m m-n"=mn+1)=m-n+m.
Safixdamunm € NsifieM ={ne€N: m-n € N}.Dinm-0 = 0sededuce 0 € M, iardinm -n € M avem
m-nf=m-n+meM.
Urmeaza can € M implica n* € M si conform principiului inductiei, M = N. Cum m a fost ales arbitrar, rezulta ca:
m-n€N, vmn € N.

Observatie. Daca n € N*, atunci card {1, 2, ..., n} = n. Cardinalul multimii vide este zero: card @ = 0.

| Daca pe o multime A se defineste o lege de compozitie interna, notata x, spunem ca (4,%) este un semigrup (monoid)
daca exista proprietatile:

1° ax(b*xc) =(axb)*c, Va,b,c €A (asociativitate);

2° J e € A (numit element neutru) ai.e xa = a*e = a, V a € A (existentd element neutru);

n plus, dacd este satisficuta si proprietatea:

3° axb = bxa, Va,b € A (comutativitate),

monoidul se numeste comutativ.

Pentru a se pune in evidentd si elementul neutru, monoidul se mai noteaza si (4,*, e).

Un semigrup (4,*, e) se numeste grup daca orice element al acestuia admite un simetric:
4°va€e A dat€edaila-atl=atla=e

Daca pe o multime A sunt definite doua operatii:
D:A X A —» A (operatie aditivd) @:A X A —> A (operatie multiplicativd),
unde (4,9, 0) este monoid comutativ, iar (4,&), 1) monoid si mai sunt satisfacute si proprietatile:
5 (a®b)R®c=(@®c)® (a@®b), Va,b,c € A (distributivitatea operatiei multiplicative fatd de cea aditivd);
6°a®@0=0Q®a=0, Va € A (0este absorbant pentru operatia multiplicativa),
atunci (4,8,Q), 0, 1) se numeste semi-inel sau semidomeniu de integritate.
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Multimea N a numerelor naturale, impreuna cu operatiile de adunare si inmultire, definite in exercitiul anterior, formeaza un
semidomeniu de integritate.

Avem de demonstrat ca pentru orice a, b, c € N:

a+(Mb+c)=(@+b)+c, a+0=a, a+b=>b+aq;

a-(b-c)=(@@-b)-c,a-1=a,a-b=>b-aq;

(a+b)-c=a-c+a-bsia-b=0=> (a=0vb=0).
Cu exceptia ultimei proprietati, celelalte au fost demonstrate fie la operatiile cu numere cardinale (Ex. 0.2.6, 0.2.7) sau in
exercitiul anterior.
Pentru a demonstra ultima proprietate, se observa ca produsul cartezian a doua multimi este vid daca si numai daca nua din
multimi este vida.

| Dacam,n € N, atunci m < n daca si numai daca exista un numar p € N astfel incatm + p = n.

Fiem=M <n=N. Inegalitatea cardinalilor revine la existenta unei bijectii f: M - M’ < N.Vom pune in evidentd multimea
P = N\ M’ si cardinalul ei p. Din P € N urmeaza ca p este un numar natural iar definitia adunarii numerelor naturale asigurd ca
m+p=n.

Sa presupunem acum ca are loc m + p = n. Vom aradta ca prin inductie completa in raport cu p ca o astfel de egalitate implica

m < n. Pentrup = 0 deducemn = m + 0 = n, decim < n. Dacd dinm + k = nurmeaza m < n, egalitatea m + k* = r devine
(m+ k)" =r,decin® =r,adicdin < r.Dinm < nsin < rurmeazdam < r etc.

Observatii.

1° Numarul intreg p, ce exista conform teoremei anterioare in ipoteza m < n, este unic, se noteaza n — m si se numeste
diferenta numerelor naturale n, m.

2° Aceasta teorema, precum si urmatoarea, aratd ca operatiile de adunare si de inmultire pe N sunt compatibile cu structura de
buna ordonare a acestei multimi.

| Exista relatiile:
1°’m<nem+p<n+p, VpEN;
2°m<n ®emp<np, VpeN"

3° m<mn, Vn € N".

(S-anotat N* = N\ {0})

1° Din m < n si exercitiul precedent rezultan = m+q, q € N. Atuncin + p = (m + p) + q. Se aplica din nou teorema
precedenta sirezultam +p < n + p.

Reciproc,cm+p<n+p = n+p=(m+r)+p, r €N, care prin inductie implicdn = m + r, r € N. Se aplicd din nou
exercitiul precedent si se obtine m < n.

2° Demonstratie similara.

3% Dacan # 0 exista p incat n = p*. Rezulta mn = mn* = mp + m si decim < mn.

Observatie. Are loc m = mn daca si numai dacam = 0 saun = 1.

| (Axioma lui ARHIMEDE). Oricare arfim,p € N, cum # 0, existaunn € Nasacan-m > p.

Se aplica inductia dupa p. Se observa ca pentru p = 0 proprietatea este verificata cu n = 1. Dacd acum m # 0 este oarecare fixat
sip # 0 i existd n € N aga camn > p, atuncin*m > p*.

| (Teorema impadrtirii cu rest in N). Dacd m,n N cu m # 0, exista doua numere naturale unice g (numit cdt) si r (numit rest)
incatn =mq +rsir <m.

Fie A = {x : x € NAmx < n}. Conform teoremei precedente, A € N. Are loc 0 € A si pentru a nu ajunge prin inductie la
concluzia A = N trebuie sd existe un q € A astfel incat g* & A. Din q € A rezultd existenta unui r astfel incit mq + r = n.
Deoarece q* & Arezultd m(q + 1) > mq + r decir < m.

Pentru a dovedi unicitatea lui (g, ) se va presupune ca existd si (h, k) # (q,7)incitn =mh + ksik <m.Urmeazah € A, h* &
A. Dacd, de exemplu, h < g urmeazd h* < q si decimh® < mq < nin contradictie cu h* € A. Analog, din g < h am contrazice
q" & A.Decih = q.Urmeazdan = mq +r =mq + k decir = k.

| Se defineste o relatie binara ~ pe N X N astfel:
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(m,n) ~ (my,n;)) ©®m+n, =my; +n.
Relatia ~ este o relatie de echivalenta pe N X N.

Multimea claselor sale de echivalenta va fi numita multimea numerelor intregi si se va nota:
Z=NXN/~ .

Intr-adevar, (m,n) ~ (m,n) decarecem +n =n + m.
Din (m,n) ~ (my,ny) = (my,ny) ~ (m,n), decarecem+n, =my +n =>m; +n=m+n,.
De asemenea, avem [(m, 1) ~ (my,ny) A (my,ny) ~ (M3, n3)] = (M, n) ~ (g, ny) ~ (M3, 1)

[ | Au loc proprietatile:

1° (m,m) ~ (0,0), Vm € N;

2° (m,n) ~ (m —n, 0), pentrum > n;
3% (m,n) ~ (0, n —m), pentrun > m.

Demonstratiile sunt simple.

[ | Daca (m,n) ~ (my,ny), (p,q) ~ (p1,91), atunci:
1° m+p,n+q)~ @y +p, ng+qq);
2° (mq + nq, mq + np) ~ (myp; + nyq;, Mgy +nypy).

Dinm+ny=my+n, p+q; =p; +qrezultdcm+p +n, + g, = my +p; +n + q. Analog se demonstreaza a doua
afirmatie.

[ ] Aplicatiile +:Z? — 72 si-: Z? — 7?2, definite prin:
(mn) +(p,q) = (m+p, n+q);

(mn)-(p,q) =(mp+nq, mq+np)
nu depind de reprezentantii alesi ai numerelor intregi respective.

Se aplica teorema precedenta.

Observatie. Din teoremele anterioare rezulta ca + si - sunt operatii binare pe multimea Z si pe care le vom numi adunarea si
inmultirea numerelor intregi.

| Daca A(D,R, 0, 1) este un inel, spunem ca elementul x € A \ {0} este divizor al luizerodaca3dy € A\ {0}al x Q@ y =
yQ@x =0.
Un inel cu element-unitate, comutativ si fara divizori ai lui zero se numeste domeniu de integritate.

Multimea Z a numerelor intregi, impreuna cu operatiile de adunare si inmultire, formeaza un domeniu de integritate.

1° (Z, +) este grup abelian.
intr-adevar, (m,n) + [(p,q) + (,s)] = (m,n) + (p +7,q +s) = [(m,n) + (p,q)] + (r,s). Elementul neutru este: (0, 0):
(m,n) + (0,0) = (m, n). Opusul —(m, n) al numarului (m, n) este (n, m) deoarece: (m,n) + (n,m) =
(m+n,m+n) =(0,0). in fine, (m,n) + (p,q) = (m+p, n+q) = (p,q) + (m,n).
2° (Z,) este semigrup cu unitate, comutativ.
[(m,n) - (,q)] - (r,s) = (mp + nq,mq +np) - (r,s) =
= (mpr + nqr + mqs + nps, mps + nqs + mqr + npr) = (m,n) - [(p,q) - (r,s)].
(1, 0) este unitate: (m,n) - (1,0) = (m, n).
in fine, (m,n) - (p,q) = (mp + ng,mq + np) = (p,q) - (m,n).
39 Inmultirea este distributivd fatd de adunare: (m,n) - [(p,q) - (r,s)]=(m,n)-(p+r,q+s) =
=(mp+mr+nqg+ns, mg+ms+np+nr)=_(mn)-(pq)+ (mn)-(rs).
4° Absenta divizorilor lui zero. Fie (m,n) - (p,q) = (0,0); dacd (m,n) # (0,0) are loc m # n.
Fie (m,n) - (p,q) = (0,0); daca (m,n) # (0,0) are loc m # n. Sa presupunem ca de exemplu m > n, deci existd r # 0 incat
m = n + r si deci (m,n) = (r,0). Egalitatea initiala devine (,0) - (p,q) = (0,0), adica rp = rq. Urmeazd p = q, adicad (p,q) =
(0,0).
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[ | Pentru simplificare, vom nota (0,0) = 0, Z, = {(m,n): m > n} (numitd multimea numerelor intregi pozitive) si Z_ =
{(m,n): m < n} (multimea numerelor intregi negative).

1°Z=7Z_U{0}UZ,;
2°V (m,n) € Z = (m,n) apartine uneia si numai uneia dintre multimile: Z_, {0}, Z,..

1° Afirmatie evidentd, conform definitiei multimilor Z_, {0}, Z,.
2° Fie (m,n) € Z. Daca (m,n) ~ (m',n") sim > n, atuncim’ > n', decarecem + n' =n +m’si
m+n'>n+n > n+m'>n+n"=>m' >n'.
Prin urmare proprietatea m > n de depinde de reprezentantii m, n. Aplicand trihotomia numerelor naturale, avem sau m > n si
atunci (m,n) € Z,, saum = n si atunci (m,n) = 0, saum < n si atunci (m,n) € Z_, dar numai una dintre relatii poate avea loc.

[ | Operatia de adunare, +, din Z induce pe Z, U {0} o operatie notatad tot +, iar operatia de inmultire pe Z induce pe Z, U
{0} o operatie notata tot -; tripletul (Z,. U {0}, +,) este un semidomeniu de integritate.

Intr-adevar, Z, U {0} este parte stabila in raport cu + si cu -. Atunci restrictiile operatiilor + si - la aceasta submultime dau o
structura de semidomeniu de integritate.

| Vom spune ca numarul intreg (m, n) este mai mic decat numarul intreg (p, q) daca diferenta (p,q) — (m,n) € Z,. Vom
nota aceasta relatie prin semnul < si vom scrie (m,n) < (p, q) daca (m,n) < (p,q) sau (m,n) = (p,q).

Multimea (Z, <) este total ordonata.

Avem, evident, (m,n) < (m,n); (m,n) < (p,q), (p,q) < (r,5) = (m,n) < (r,s). Fie acum (m,n), (p, q) € Z. Conform 0.2.34,
(p, @) — (m,n) apartine uneia si numai uneia dintre multimile: Z_, {0}, Z,.. Daca acest numar apartine lui Z,, atunci (m,n) <

(p, q). Daci este zero, atunci (m,n) = (p, q). in fine, daci el este in Z_, atunci (p, ) < (m,n) si numai una din aceste situatii are
loc.

[ | Fie (4,+,"), (B,+,") doua inele. O aplicatie f: A — B cu proprietatile:
1°f(x+y)=f)+f(y), Vx,y €EA;

2°f(x-y)=f(x)- f(¥), Vx,y €A,
se numeste morfism de inele.

Un morfism de inele se numeste izomorfism de inele daca este inversabil si inversa este de asemenea morfism de inele.

Multimea Z, U {0} este bine ordonata prin relatia <. Mai mult:
1° Exista o asemanare unica f a multimilor ordonate (N, <) si (Z, U {0}, <).
2° f este un izomorfism al semidomeniilor de integritate (N, +,)) si (Z, U {0}, +,").

Tn primul rand s& aratdm cd (m,n) € Z, U {0} dac3 si numai dac3 existd p € N incat (m,n) = (p, 0).

intr-adevar, (m,n) € Z, U{0}>m >n = 3Ip €N; m+ p = n. Atunci (m,n) ~ (p,0).

Invers, (p,0) € Z, U {0} si (m,n) = (p, 0) apartine acestei multimi.

Acum avem (m,0) < (p,0) & m < p.

Aplicatia f:N — Z, U {0}, f(m) = (m, 0) este o bijectie care are proprietateam < n = f(m) < f(n). Deci f este o asemanare.
Din 0.2.15 rezulta ca aceasta asemanare este unica.

2°Seobservaca: f(m+n)=(m+n, 0)=(mM,0)+ n,0) =f(m)+ f(n)sif(m-n) = (mn,0) =(m,0) - (n,0) = f(m) -
f).

Observatie. Prin izomorfismul indicat anterior, N apare ca o submultime a lui Z, deci Z poate fi conceputa ca o extensie a lui N.
Teorema care urmeaza dezvaluie faptul ca aceasta extensie este minimald.

| Fie (4,+,"), (B,+,") doud inele. Un morfism f: A = B se numeste (h)omomorfism daca:

f(lA) = 1Bl

unde 1,4, 15 sunt elementele unitare pentru fiecare din cele doua operatii multiplicative.

Daca V = (V,8,0) este un inel, N c V si restrictiile operatiilor @ si o la N coincid cu operatiile de adunare si inmultire ale
numerelor naturale, atunci exista un homomorfism injectiv h de la inelul (Z, +,7) al intregilor la N.

Demonstratia este imediata punand h((m, n)) =m @ (—n), unde —n este opusul lui n in N.
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[ | Inelul (Z, +,), ordonat prin <, este arhimedian adica, oricare ar fia € Z, si b € Z, existd un numar natural n € N incat
na > b.

Putem considera a = (m, 0) cum # 0. Daca b = (p, q), inegalitatea na > b revine lanm + q > p. Daca p < q, putem luan = 0.
Tn caz contrar, existd h incadt p = q + h si, deoarece N este arhimediand, vom gési n incat nm > h.

Observatii.

1° Deoarece Z poate fi privit ca o extensie a lui N, putem nota numerele intregi prin litere mici ale alfabetului latin.

29 In Z nu existd in general inverse in raport cu inmultirea. Tn cele ce urmeazi se va construi o extensie a lui Z care s& aib3 aceasta
proprietate.

[ | Multimea cat a lui Z X Z in raport cu relatia de echivalenta ~ o vom numi multimea numerelor rationale si se va nota:
Q=ZXZ/~.

Clasele de echivalenta vor fi numite numere rationale si vor fi notate cu {a, b), (a,b) € Z X Z fiind un reprezentant al numarului

rational {(a, b).

Avem proprietatile:

1°{(a,b) = {(ac,bc), Vc € Z%;

2°(a,b) = {(ac,d) = d = bc;

3%°(a,a) = (1,1) si (0,a) = (0,1), Va € Z*;

4° [{a,b) = (c,d) ha#0] =2[c+0 A (b,a)= (d,c)].

Pentru demonstratie, se utilizeaza teorema precedenta.

[ | Dacd auloc (a,b) ~ (a’,b") si (c,d) ~ (c¢',d"), atunci:
1° (ad + bc, bd) ~ (a’'d" + b'c’, b'd");
2° (ac,bd) ~ (a’c’,b'd").

1° (ab' =a’'bAcd =c'd)=>ab’'dd' + cd'bb’ = a’bdd' + c'dbb’ = (ad + bc, bd) ~ (a’d’ + b'c’, b'd").
2° (ab’ =a'bAcd =c'd)=acbh'd =a'c’'bd = (ac,bd) ~ (a'c’,b'd").

[ | Aplicatiile +: Q? - Qsi-: Q% — Q definite prin{a,b ) + {c,d) = (ad + bc, bd), respectiv{a, b) - {c, d){ac, bd), nu
depind de reprezentantii (a, b), (¢, d) ai numerelor rationale (a, b ), respectiv {c, d).

Se aplica teorema anterioara.

Observatie. Din aceastd teorema rezulta ca + si - sunt operatii pe Q. Le numim adunarea si inmultirea numerelor rationale.

| Se numeste corp un triplet (4, +,7), unde + este operatia aditiva, iar - este operatia multiplicativa, pentru care:
12 (4, +) este grup abelian, cu elementul neutru 0;

22 (A \ {0},") este grup cu elementul neutru 1;

3° Operatia multiplicativa este distributiva fata de cea aditiva.

Daca operatia multiplictiva este si comutativa adica:

4°x-y=y-x, Vx,y EA,

atunci corpul este corp comutativ (cdmp).

Multimea Q a numerelor rationale, impreuna cu operatiile de adunare " + " si inmultirea , este un corp comutativ.

1° (Q, +) este un grup abelian:
{a,b)+(c,d)) + (e, f)= (ad + bc,bd) + (e, f) = (adf + bcf + bde, bdf)={(a,b)+ ((c,d)+ (e, f));
(a,b )+ (0,1) = (a, b ), deci (0, 1) este element neutru al adunarii.
Opusul elementului {a, b ) este numarul rational (—a, b ).
infine,{a,b)+{c,d) = (c,d) +{a,b).

2° (Q,") este semigrup abelian cu unitate:

(a,b)-{c,d)) - (e, f) = (ac,bd)- (e f) = (abe, bdf)={(ab)-({c,d)- (e f))
(a,b)-(1,1) = {a,b)si {a,b)-{c,d) = (ac,bd) = (c,d)-{(a,b ).

3° Q" = Q\ {(0,1)} si - este grup comutativ:
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Avem de ardtat cd (a, b ) # (0,1 ) are un invers in raport cu inmultirea. Dar {a,b ) # (0,1) = a # 0.
Atunci {(a, b) - (b, a) = {(ab,ab) = (1, 1), (deoarece ab # 0). Deci, pentrua # 0, {(a,b )™ ! = (b, a).

4° Inmultirea este distributiva fat3 de adunare:
({a,b)+(c,d)) -(e,f) = {ad + bc,bd) - (e, ) = (ade + bce + bde, bdf)= (a,b) (e, f)+{(c,d)- (e f).

| Se definesc:
Q,={a,b): a€Z,,bel,} Q_={a,b): a€Z_,bel.,} 0=1(0,1)
12 Multimile Q,, Q_ si {0} alcatuiesc o partitie pentru Q;
2° Q. este parte stabila in (Q, +);
3% (Q,,) este grup abelian.

ntr-adevar, conform 0.2.41. 1°, pentru ¢ = 1, {a, b) = (—a, —b), deci pentru orice numar rational {a, b) se poate determina un
reprezentant (a, b) sau (—a, —b) astfel incat al doilea factor al sdu sa fie pozitiv, deci
Q={(ab) a€eZbel,}

[ | Se spune ca numarul rational {(a, b) este mai mic decat numarul rational {c, d) si se scrie {(a, b ) < {(c,d) daca (c,d ) —
(a,b) € Q,.Sescrie{a,b) < (c,d)dacd(a,b) < (c,d)sau{a,b) = (c,d).

(Q,, +,7) este un camp total ordonat adica:
Multimea (Q, <) este total ordonata si relatia de ordine este compatibild cu operatiile de adunare si inmultire din Q.

Conform definitiei, avem {a, b) < {(a, b).
Apoi {(a, b) < {(c,d)si{(c,d ) < (a, b), conform exercitiului anterior, 1°, implica (a, b ) = {c, d).
Din{a,b) < {c,d), {(c,d) < (e, f)avem{(c,d) —(a,b) € Q. U {0}, (e, f) —(c,d) € Q, U {0}, care implica (e, f) — (a, b) €
Q, U {0} adica (a, b) < (e, f).
Principiul trihotomiei rezultd imediat aplicind exercitiul anterior, 1°.
Acum sa demonstram ca:
(1) (a,b) <{c,d) A (ay,b1) <{cy1,dq)) = (a,b) + (ay,b1) <(c,d) +(cy,d4).
~ (2) (a,b) ={c,d) A (e, f)€Qs) = (a,b)- (e, f) < {c,d) e f)
Intr-adevar, {(c,d) — (a,b) € Q,, (c1,d1) —(as,b1) € Q4 U {0} implica (c,d) + (c;,d;) — ({a,b) + {(a;,b;)) € Q, siareloc
relatia (1). Le fel se dovedeste si (2).

| FieQ ={(a,1): a € Z}. Elementele lui Q se numesc intregi rationali.

(@ ,+,) este domeniu de integritate.

Evident  # Q < Q. Restrictia relatiei < la § determin3 o ordine totala pe Q . De asemenea, se vede usor cd Q este parte
stabila in raport cu operatile + si - din Q.

[ ] 1° Multimile (Z, <), (Q, <) sunt asemenea.
2° Exista un izomorfism intre domeniile de integritate (Z, +,7) si (6, +,"), care este asemanare.

1° Fie f: Z — Q aplicatia data de f(a) = (a, 1). Din f(a) = f(b) se deduce {a, 1) = (b, 1) deci a = b, deci f este injectivi.

Fie (@, 1) un element oarecare din Q si (a, 1) un reprezentant al siu; atunci f(a) = (a, 1). Asadar, f este si surjectivd, deci este
bijectiva.

Sa admitem cd a < b; atunci f(a) < f(b), deoarece (b,1) —(a,1) = (b,1) + (—a,1) =(b—a,1)sib —a = 0.

2° Asemanarea precedentd este si izomorfism, deoarece f(a + b) =(a + b,1) =(a,1) +(b,1) = f(a) + f(b) si f(a) - f(b) =
(a,1)-(b,1) = (ab, 1).

Observatie. In urma acestui rezultat, multimile Z si Q pot fi identificate si Q apare ca o extensie a domeniului de integritate Z.

| Orice numar rational {(a, b) € Q poate fi scris sub forma de produs al unui intreg rational prin inversul unui intreg rational.

Fie (a,b) € Q, b € Z,. Daci (a, b) = 0, atunci (a, b) = (0,b) - (b, 1)"L. Daci (a, b) # 0, atunci {a, b) = (a, 1) - (b, 1) 1.
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[ | Corpul numerelor rationale Q este extensie minimala a domeniului de integritate Z.

Orice alt corp KK, ce contine o submultime K izomorfa cu Z, va contine si inversele elementelor din K \ {0}. Conform exercitiului
anterior, K va contine un subcorp izomorf cu Q si atunci Q se identifica cu un subcorp din K.

[ | O multime total ordonata (4, <) se numeste densd dacd pentru orice x,y € A, x # y, exista un z € A a.l.
x<z<ysauy<z<«x.

(Q, <) este o submultime total ordonata fard prim sau ultim element, densa.

Caracterul total al ordonarii < a fost demonstrat in 0.2.41.
Pentru orice x € Q se poate gasi x — (1,1) < x si x < x + (1,1) deci nu poate exista prim sau ultim element.
Fiex = (a,b) siy = (c,d) incat x < y, adica ad < bc. Proprietatea de densitate afirma existenta unui z = (e, f) incat x < z <

y. Se poate lua z = %(x + y) = (1,2) - {(ad + bc, 2bd) si se poat verifica faptulca x < z, z < y.

[ | Multimea Q este arhimediand, adica pentru orice (a, b) € Q. si(c,d) € Q, existd un numar natural nenul n € N*astfel
incat: n-(a,b) > (c,d).

Fie numerele intregi ad > 0 si cb. Exista n € N* incat nad > cb. Atunci (n, 1) - (a,b) = (n, 1) - (ad, bd) = {c, d).

Observatii.
1° Identificdm multimile Z si Q : intregii rationali (a, 1) cu a si inversul lui (b,1), b # 0, cu %. Atunci:
(a,b) ={a,1)-(1,b)=a - % se poate nota cu %. Avem astfel:

a ¢ __ad+bc a c _ ac

b'd_ bd ' b d_bd
2° Dupa cum s-a demonstrat, campul numerelor rationale Q este ordonat si arhimedian. De acum fnainte se vor nota elementele
m

salecu: a, b, ..., x,y, vy ME Z, n € N*,
2° Relatia < este o relatie de ordine totala pe Q si este compatibila cu operatiile de pe aceasta multime.

Astfel, pentru orice a, b, c,d € Q,

(a<bc<d >a+c<b+d;
a<b,c>0 =ac<bc;
a<b,c<0 = bc<ac;

LaZEQ+,pentrua¢0;1EQ+;

abeQ,,a€eQ, =2beQ,

11

Cu aceleasi notatii, pentrua € Q*, avema™" = " € Q*. De asemenea:
0<a<b=0<:<-.
| Fie functia | |: Q = Q4 U {0}, numita valoare absolutd sau modul.
Avem proprietatile: Vx,y € Q,
19 |x| = |=x[; 29 |x -yl = x| lyl; 3% [x +yl < |x[ + |yl 4° ||x| = Iyl| < Ix| + |yl.

Pentru a demonstra 3°, se va tine seamacd: x < |x|,y < |y| = x+y <|x|+ |y|. Analog, —(x +y) < |x| + |y].

| Se considera pe R operatiile definite la 0.2.55:
+:R? > R, R?-> R,unde:
+:(a,p) > a+Bsi: (a,B)—> a-p.

(R, +,") este un camp.
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Conform teoremei anterioare, (R, +,7) este inel comutativ, cu unitate. Mai trebuie demonstrat cd orice « € R* = R\ {0} are
invers in R Tn raport cu inmultirea.
Fiea = (a,) + IV # IV, adica (a,) € C \ V. Va trebui sa determindm un sir CAUCHY (b,,) incat f = (b,,) + IV sd aiba
proprietatea a - f = 1 adica (a, b,) + N = (1,)) + IV sauinci (a,b,) — (1,) € V.
Cum (a,) nu este un sir nul, existd un numar rational e € Q, astfel incat pentru orice r € N*, exista numere naturale s > r
pentru care |a,| > e. Pentru totip,q > N (g) avem |a, — a,| < g
Fies > N G e) astfel ca |ag| = e. Atunci, pentru p arbitrar,p = N (g), avem:
1

e <las|l = |as — ap + ap| < |ag — a,| + |a,| < et lapl.

Deci |ap| > %, dacap = N (g) Notdm m = N(E) sifieby =b, = =bp_1=1s5ib, = aldacé p=m.
7]

Avem: (a,b,) = (a4, ...,a,,,-1,1,1,...) sideci (apb, —1,) =(a; —1,a, -1, ..., a,,-1,—1, 0,0,...) € V.
Sa aratam acum ca sirul(b,) € C. Dacap,q = N (g), atunci:

1

1 1 1
ap 4q

~lapl el

|bp—bq| =

|ap — a4 <§§ |ap — ag)-
e?.c
2

n consecintd, daca c este arbitrar in Q., luand p, g > max {N (g) ,N ( )} avem |b, — by| < c.

| Se spune ca elementul @ = (a,) + IV din R este pozitiv si notdm a € R, daca existd r € Q. si un numar natural P(r),
incatn > P(r) = a, >r.
Se spune cd a este negativ daca exista r € Q. si un numar natural P(r), incatn > P(r) = a,, < —r; notdm acum a € R_.

1° R, si R_ sunt submultimi disjuncte ale lui R.
2°a e R_ = —a €ERy;

3°R\ (Ry UR.) = {0};

4°q,LER, =a+PBER,sia-p ER,.

Demonstratiile decurg pe baza definitiei.

Observatie. Se observa ca definitiile pentru numar real pozitiv si negativ sunt independente de reprezentantul (a,) pentru a € R.

[ | Sa se demonstreze urmatoarele:
1°a? e R, Va € R* =R\ {0};
2°1T € R _+;

a-BER,a ER, = B ER,.

1° Dacda € R,, atuncia - a = a2 € R, dacd a € R_, atunci —a € R, si (—a) - (—a) = a? € R,.
2°1=1-1€R,.
3°Dacdf & Ry, putemaveaf =0sia-f & R, sauf € R_si—f € Ry, astfel cd a(—f) = —(a - B) € R, contrar ipotezei.

| Pentrua, f € Rscriema < fdacd f —a € R, sia < f§ dacd @ < f§ sau a = f3. Astfel se introduce relatia binara < pe
R.

Multimea (R, <) este total ordonata si relatia de ordine < este compatibila cu operatiile din campul R.

Avem a < a conform definitiei. Dacd @ < 8, B < a,avem a = fB.Incazcontrar,a < B, < asif—a € R,,—(f —a) ER,,
ceea ce este absurd.
Proprietatea de tranzitivitate este imediata.
Fie @, B € R; atunci B + a estein R, in {0} sau in R_ si numai una din aceste multimi, deciavem a < f saua = ffsau f < a si
numai una dintre aceste relatii. Asadar, (IR, <) este o multime total ordonata.
Sa aratam acum ca:
a<B, y<éd=2>a+y<p+6,
a<B,y>0=a-y<p-y.
intr-adevir,dinf —a €R,, § —y € R, U{0}rezultd B + 5 — (a +y) € R,.
De asemenea,f —a €ER,, YER, = (f—a)y=L -y —a-y ER,.
Asadar, (R, +,7, <) este un camp ordonat.
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[ | Campul numerelor reale R contine un subcamp asemenea cu campul numerelor rationale Q.

Mai intdi se observdcidn -1 # 0, Vvn € N*.intr-adevdr,1+1+--+1=n-1€ R,.
Asadar R este de caracteristica zero.

Consideram aplicatia f: Q — R, definita prin f (%) =(m-1) X (n-1)"1- f este morfism de grupuri, deoarece:

f(%+§)=fcﬂggﬂ)=Kmq+w0ﬂ'mwﬁrl=

= DD+ - D@ D= F(5)+7(2)
in mod analog, f (% : E) =f (E) -f(g) :

q n q
Daca aratam ca f este aplicatie injectiva, va rezulta ca imaginea lui Q prin f este subcamp in R. In acest scop este uficient sa

aratdm ca f are proprietatea (m) = f(n) = m = n numai pentru intregi rationali. Dar f(m) = f(n) >m-1=n-1 > m=n.
Asadar, f: Q - f(Q) c R este izomorfism de cAmpuri. S& ar§tdm c& f este asemanare. in acest scop s3 observdm c& pentru
%,m >0,n> 0avem%> 0§if(%) =m-1)-(n-1)'cum-1€R,, n-1€R;,. Decif(%) € R,.Dacd a < b in Q, atunci

b—a€Q,sif(b—a)=f(b)—f(a) €R,, decif(a) < f(b).

Observatie. Pe baza acestei teoreme putem nota: @ = f(a), Va € Q.

| Campul numerelor reale R este arhimedian adica prezinta proprietatea lui ARHIMEDE :

Dacd a € R, si f € R sunt doua numere reale, existd unn € N astfelcan-a > .

Daca f < a, atunci existenta lui n este evidenta.

Fie 0 < a < B. Se vede usor c3 existie € Q, asacaé = (e, e, ...,) + IV are proprietatea 0 < e < a. Fie § = (b,) + V. Sirul
(b,,) fiind marginit, existd d € Q incat § < d. Numerelor rationale e > 0 si d le putem aplica axioma lui ARHIMEDE: exista n €
N* incat ne > d; urmeazi né > d. Atuncina >né > d > B.

Altd demonstratie. Presupunem cd nu existd un astfel de n. Atunci, notand A = {nx : n € N}, obtinem cd A este majorata (de y),
deci, conform axiomei de completitudine, admite un cel mai mic majorant M. Din teorema de caracterizare a marginii superioare,
aplicata pentru € = x, obtinem ca exista x. € A astfel ca x, > M — x. Cum x, este un element al luiA, 3 n € N astfel ca x, =
nx, decinx > M — x si atunci (n + 1)x > M, contradictie.

[ | Pentru orice x € R exista n € Z unic determinat astfelcan < x <n + 1.

Dacd x € Z, atuncin = x Daca x € R\ Z si x > 0, atunci considerand in axioma lui ARHIMEDE a = 1, rezulta cd existan € N
astfel incat x < n. Fie n,. cel mai mic numar natural mai mare ca x si fie n = n,, — 1. Se verifica imediat ca:

n<x<n+1.
Dacdx € R\ Zsix > 0, atunci —x > 0 si se repeta rationamentul precedent pentru —x si se ian = —n,.

x]<x<x+1, [x]+{x}=x, 0<{x} <1

[ | Daca a, b € R sunt doua numere fixate, a < b, atunci existd un numar rational r € Q astfelcaa < r < b.

- . . . 1 . « s 1 1
Se aplica proprietatea lui ARHIMEDE pentrux = 1siy = D Se obtine cd exista n € N* astfel can > e Atunci - <b-—a.
[na]+1

Fier = . Evident r € Q iar:

na—1+1_

r>——=a.
n

na+1 o
Cumr < —, s avemca:

1
rSa+;<a+(b—a)=b,
decia<r <hb.

| Se spune ca sirul (a,) € Q are limita b € Q si scriem lim a,, = b sau a,, —» b, dacd pentru orice € € Q, existd un numar
n—oo
natural N(¢) incat |a,, — b| < &, pentru totin = N(¢).
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Orice sir de numere rationale, care are limita, este sir CAUCHY.
Demonstratia este elementara.

Observatii.

1° Se construiesc usor exemple de siruri CAUCHY de numere rationale care nu au limita. Din acest motiv se spune despre Q ca
nu este “complet”.

2° Notiunile de valoare absoluta, sir CAUCHY si de sir cu limita se extind imediat la R. Cu notiunile astfel extinse, se formuleaza
teorema urmatoare.

| Campul R al numerelor reale este “complet” adica orice sir CAUCHY de numere reale admite limita in R.

Fie (ap) un sir CAUCHY in R. Pentru fiecare indice p fixat din N*, a,, este deci un numdr real pentru care putem alege un
reprezentant (ap,n), sir CAUCHY in Q. Sa consideram acum pentru fiecare n € N* numadrul rational b, = a, ,,,. Pe baza unor

detalii tehnice pe care le omitem, constatdm ca sirul (b,,) de numere rationale este CAUCHY si reprezintd deci un numar real 3.
Se demonstreazd in final cd are loc lim a,, = .
p—0 p

Observatii.

1° Aplicand campului R aceeasi constructie pe care am aplicat-o lui Q ca s3 obtinem R, se determind un cdmp R, care insa este
asemenea cu R. Urmeaza ca extensia lui Q, obtinuta pe calea indicata anterior, este unica pana la un izomorfism.

2° O consecintd a acestei teoreme este rezultatul numit axioma marginii superioare:

Orice submultime nevida majorata a lui R poseda un cel mai mic majorant.

| Se defineste multimea numerelor complexe ca fiind:
C={a+ib: a,b € R},cuproprietatea i> = —1
si pentru care operatiile de adunare si de inmultire se definesc astfel:
VZl = aq +ib1, Zy = Ay +lb2 € (C,
21 +ZZ = (a1 + az) + l(bl + bz); Zl * ZZ = (a1 * az - b1 * bz) + i(a1 * bz + az * bl)

{C, +,} este camp.

Se demonstreaza usor cd C este inel comutativ cu unitate. Mai trebuie dovedit cd pentru orice a + ib € C* = C\ {0}, unde 0 =
0 +i- 0, exista un invers si acesta este din C.

s a : b
Se poate demonstra ca acesta este — 1l 5
P a?+b? a?+b?

Observatie. Pentru numarul complex z = a + ib € C,unde a, b € R, a se numeste partea reald, iar b se numeste partea
imaginard a numarului complex considerat.
| Campul C al numerelor complexe contine un subcamp izomorf cu campul R al numerelor reale.
Aplicatia f: R — C, definita prin f(a) = a + 0 - i are proprietatile:
fa+b)=f(@+fMb), f(a-b)=f(a) f(b)
si este injectiva.
| Nu exista o relatie de ordine totala pe C compatibild cu operatiile din C.
Daca se presupune ca ar exista o astfel de relatie, pe care o notdm cu <, atunci avem fie 0 < i sau i < 0.
Cum < este compatibild cu operatiile, din 0 < i rezultd i - 0 < i? sau 0 < —1, ceea ce este absurd deoarece restrictia lui < |a

numerele de forma a + 0 - i da relatia de totala ordonare pe R.
Dacai < 0, atunci—i > 0si (—i) - (=i) >0 = —1 > 0, de asemenea absurd.

| Multimea (C, +,") este un camp algebric inchis, adica orice ecuatie algebrica cu coeficienti din C are radacinile in C.
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Pentru numere complexe detalii aici.
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Multimi de numere. Exercitii

[ | Ecuatia x? = 2 nu admite solutii in Q.

. e . .uM n a.M? . o ..n . A a
Presupunem prin absurd ca exista - € Q astfel incat = 2. Putem admite ca fractia p este ireductibila deoarece in caz contrar o

2
A~ o o [VIUN . 0 . o0 . a g .. n 0
putem inlocui cu fractia rezultata in urma simplificarii cu cel mai mare divizor comun al lui n si k. Din relatia = 2 scrisa sub
forma n? = 2k? rezults ca n trebuie s fie divizibil cu 2. Punand n = 2m in n? = 2k? se obtine relatia 2m? = k? din care rezultd
o q [ 0. o of.q N o ng . an-ang ... n
ca k trebuie sa fie divizibil cu 2, ceea ce este in contradictie cu ireductibilitatea fractiei e
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Anexe

Topologie pe R

M 0.3.. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale multimii numerelor reale:
1°Vx,yeER, x<y & -y < —x;

2°VxER, 0<x & —x<0;

VXY, x, 1 ER, x<xy Ay <y, 2x+y<x +y;;

4°Vx,yER, x<0Ay<0=>x-y=>0;

5°Vx,y,Z€ER, x<yA z<0=>x-z=>y-z

1° Fie x,y € Rcu x < y . Adunand in ambii membri (—x) avem:
x+(x)<y+(—x)=>0<y—=x.

Adunand apoi in cei doi membri (—y), se obtine:
—y<y—-x+(y)=> -y < —x.

in mod similar se demonstreaz§ si implicatia inversa.

2° Fiex € R, 0 < x. Adunand elementul (—x) in ambii membri ai inegalitatii de mai sus, se obtine:

—x<x+(—x)=> —x <0.

in mod similar se demonstreazi si cealaltd implicatie.

3° Fie x,y,x1,¥1 € Rcux < x; siy < y;.1n prima inegalitate adundm v, iar in cea de-a doud adunadm x; si se obtine:

x+y<x tysiyt+tx; <y, +x; ©x1+y<x+y.

Din tranzitivitatea relatiei de ordine avem: x + y < xq + y;.

4_0
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| Fie X(<) o multime ordonata si o submultime A € X. Vom spune ca M € X (respectivm € X) este un majorant
(respectiv minorant) al multimii A daca x < M (respectivin < x), V x € A.
O multime care poseda majoranti si minoranti se numeste mdrginitd.

Orice submultime nevida minorata a lui R poseda margine inferioara.
Multimea A € R, A # 0, fiind minoratd, rezultd cd (—A) este majorata si se aplicd axioma marginii superioare:
Exista sup(—A) cu proprietatile:
{a) —a<sup(—4), VaeA
b) Ve > 03 (—a;) € (—A) a.l. (—a,) > sup(—A4A) — ¢
{a’) a>—sup(—4), VaeA

by Ve>03a, €A ali a, < —sup(—A4A) +¢
Din @’) si b’) rezultd 3infA = —sup(—A4).

Corolar. Orice multime marginita de numere reale poseda (in R) margine superioara si margine inferioara.

u (Tearema de caracterizare a marginii superioare a unei multimi). Fie o multime nevida A € R. Un numar a € R este

margine superioara a multimii A daca si numai daca:
1° x<a, Vx€EA.
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2° Ve>0,3x. €A a.l x, >a—c¢.
inferioara a multimii A daca si numai daca:
1° B<x, VxE€EA.

2° Ve>0,3x. €4 al x> +e¢.

n cazul teoremei de caracterizare a marginii superioare, se demonstreazi pe rand:

"= " Daca a = supM, atunci a este majorant, decix < a, V x € A. Cum «a este cel mai mic majorant, @ — € nu este
majorant, deci exista mdcar un x. € A astfelcax, > a — €.

"&" Conform 1., A este majorata (de a), deci, conforma axiomei de completitudine, A admite o margine superioara; fie
aceasta M. Deoarece M este cel mai mic majorant, M < a.

Presupunem prin reducere la absurd ca M < a. Atunci, notand € = @ — M, obtinem ca existd x, € A astfelcax, > a —

(a — M) = M, deci M nu este majorant, contradictie. Urmeaza decica M = a.

Tn mod similar se demonstreazi teorema de caracterizare a marginii inferioare.

Observatie. Teorema de caracterizare a marginii superioare (respectiv inferioare) a unei multimi descrie caracteristica acesteia de
a fi cel mai mic majorant (respectiv cel mai mare minorant) prin intermediul a doua inegalitati, prima precizand faptul ca
marginea superioara este majorant (respectiv marginea inferioard este minorant), iar cea de-a doua faptul ca niciun numar mai
mic (respectiv mai mare) decat marginea superioara (respectiv inferioara) nu este majorant (respectiv minorant).

M 0.3.. Multimea Q este densa in sensul ordinii pe R.

. e eeu R y +b
Fiea,b € Q cua < b. Trebuie sa aratam ca existaunc € Qa.l.a < ¢ < b. Luam czaT.

M 0.3.. Orice numar real este egal cu marginea superioara a multimii numerelor rationale mai mici decat acesta.

Trebuie sa demonstram cda Vx € R, x = sup{r € Q | r < x}.

Fiex € RfixatsiA = {r € Q | r < x}. Pentru elementul (—x) € R, conform axiomei lui ARHIMEDE, existd unn, € N a.i. n, >
—X, ceea ce este echivalent cu —ny < x.

Deoarece ny € N rezultd cd (—ny) € N rezultd cd (—ny) € Z deci (—ngy) € A, adicd A # @. Multimea A fiind majoratd (x este un
majorant) conform axiomei marginii superioare, rezulta cd exista una € R, a = sup A4, (a < x). Prin reducere la absurd,
presupunem ca a # x, adicd a < x, ceea ce este echivalent cu x — a > 0. Conforma problemei anterioare, exista un s € Q a.i.

0 < s < x — a. Din teorema de caracterizare a marginii superioare, pentru € = s, rezulta existenta unui elementr;, € A a.l. 7y >
a — s, ceea ce este echivalentcur; + s > a.

Dinrelatiary +s<a+ (x—a) =xsirs+5s € Qrezultd car, + s € Adecir; + s < a, inegalitate opusa celei obtinute mai sus.
Deci presupunerea facuta este falsa. Rezultd ca a = x deci x = sup A.

M 0.3.. Se numeste interval deschis in R o multime I € R de forma:
(a,b) ={x eR|a<x<b},undea,b€ER, a<bh,

iar intervalul inchis este o multime de forma:
[a,b] ={x e R|a <x < b}.

n mod similar se definesc intervalele semideschise:
(a,b] ={x€eR|a<x<b} [a,b) ={xeER|a<x<b}

Dacdaa,b € R, a < b, atunci:
[a,b]={x€eR; x=(1—-ADa+1b, 0<A1<1}.

Fex=(01—-A)a+bcu 0<A<1.Atuncix=a+A(b—a)sicum0<A(b—a)<b—a,avema<x<a+(b—a)=0>,
deci x € [a, b].
Reciproc, dacd x € [a, b], punem A = E. Atunci0<A1<1,1-1= Egi avem:

b—x

= b= HCn
(1—A)a+lb—b_aa+ b_ab—x.

M 0.3.. Se numeste vecindtate a unui punct x, € R o multime V € R care include un interval de forma (x, — &, x5 + €),cue > 0
fixat.
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Se numeste vecindtate a lui +oo (respectiv —oo) o multime V € R care include un interval de forma (c, o] (respectiv [—, ¢)),
unde ¢ € R este fixat.
Notdm cu V(x,) multimea tuturor vecinititilor unui punct x, € R.

Avem proprietatile:

1° VVEV(X)=>xEV;

2° VI,V eV(x)=>V, NV, € V(x);

30 VVeEV(x), VUCSR U2V =>x€V.

Rezulta din definitii.

| (Proprietatea de separatie HAUSDORFF). Dacd x,y € R si x # y, atunci exista vecinatati disjuncte ale acestora.

Dinx #y = |x —y| > 0. Fie a = |x — y| si fie intervalele:

U=(x —% , X+ %) (care este vecinatate pentru x),

V=~ —% Y+ %) (care este vecinatate pentru y),

Multimile U si V sunt disjuncte. Intr-adevar, presupunand prin reducere laabsurd cd U NV # @, rezultd ci existiunz € U NV,
adicaz € U,deunde |z — y| < % Atunci:

a=d(xy)<dx,z)+d(zy) < % +% = 2?“, contradictie.

M 0.3.. Fie A € R o multime. Un punct x, € R (respectiv R) se numeste punct de acumulare in R (respectiv R) al multimii A
daca, pentru orice vecindtate V a lui x5, avem: AN (V' \ {x,}) # @ adica existaunx € ANV, x # x,.

Multimea tuturor punctelor de acumulare in R (respectiv R) ale multimii A se noteazd cu A'[R] (respectiv A’[R]) si se numeste
derivata multimii A in R (respectiv R).

Fie A € R o multime. Atunci:

1° X €EAR] ©(M)e>0, @ x€dal 0<|x—x<eg
20 +0 € A'[R] © (V)ce€ER,, ADx€Aal x>c;
30 —0€eA[R] © VceR, ADx€edalil x<c;

4°  A'[R] = RnA'[R]
50 A'[R] = A'[R] © A marginita;
6° +o0 € A'[R] © A nu admite majoranti;

7° —o0 € A'[R] < A nu admite minoranti;
8¢ A'[R] diferd de A'[R] prin cel mult doud puncte, —oo si +0o.

Demonstratiile sunt evidente.

| Pentru orice x € R definim modulul (valoarea absoluta) a lui x, notat | x|, prin:
|x|={x, daca x >0
—X, daca x <0
Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale modulului:
1° x| =0, Vx ER; |x| & x = 0;
2° lxyl = Ix|lyl, Vx,y €R;
30 lx +y| < |x|+|yl, Vx,y € R.

M 0.3.. O multime A se numeste numdrabild daca exista o aplicatie bijectivd f: N — A.
Tn acest caz, rezultd ¢ E = {f(n)| n > 0} este multimea termenilor unui sir.

Sa se demonstreze urmatoarele:

1° Orice submultime A c N este finita sau numarabila.

2° Multimea Z este numarabila.

30 Reuniunea a doud multimi numarabile este numarabila.

40 Fie f: X — Y o aplicatie. Daca f este injectiva si Y numarabild, atunci X este finitd sau numarabild, iar daca f este
surjectiva si X este numarabild, atunci Y este finita sau numarabila.

50 Produsul cartezian a doua multimi numarabile este o multime numarabila.

6° Multimea Q este numarabila.
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1° Daca A nu este finita, atunci se poate considera urmatoarea functie bijectiva:

fiN - A,unde f(0) =minA, f(1) =min(4\ {f(0)}), f(2) =min(A \ {f(0), f(1)}) etc.

2° Se considera functia bijectiva:

1

En , npar

fiN->17Z, f(n) = 1
—3 (n+1), nimpar

30 Daca E si F sunt doua multimi numarabile, atunci elementele lui E U F se obtin alternand elementele lui E si F dispuse in
sir.
40 Prima afirmatie este imediat3, iar in cazul al doilea se construieste aplicatia injectivda Y — X care asociaza oricarui
element y € Y un element ales si fixat in £ ~1(y).
5¢ Se aplica punctul precedent pentru functia injectivda f:N X N - N, f(m,n) = 2™ - 3" sirezultd cda N X N este
numarabila.

6° Se utilizeaza aplicatia surjectiva f:Z X N* - Q, f(p,q) = p/q . Altad demonstratie

Se arata mai intai ca Q, este numarabila. Se alege pentru fiecare numar fractia ireductibild corespunzatoare si se formeaza un sir
punand mai intai fractiile cu suma dintre numarator si numitor egala cu 1, apoi cele pentru care suma este 2, apoi cele pentru
care suma este 3, etc.

Cu alte cuvinte, elementele multimii Q, pot fi puse sub forma urmatorului tablou:

1 2 3 4
1 1 1 1
1/3/3/4
2 2 2 2
1V:/3 4
3 3 3 3
1/3 3 4
il 4 4 4

1211234
-] i

de unde rezultd c3 Q. este numérabil3. Tn mod analog, Q_ este numérabild. Cum Q = Q, U Q_ U {0}, rezulti ci multimea
numerelor rationale este numarabila.

mo3..1° Reuniunea unei familii numarabile (disjuncte sau nu) de multimi numarabile este o multime numarabila.

2° Reuniunea unei familii numarabile de multimi finite este o multime cel mult numarabila.

30 Reuniunea unei familii cel mult numarabile de multimi cel mult numarabile este o multime cel mult numarabila.

40 Produsul cartezian a doua multimi numarabile este o multime numarabila.

| Fie A o multime infinita. Atunci:

1° Exista doua submultimi nevide B € A, C c A, disjuncte (B N C = @), cu proprietatile: B UC = Asicard C = X,.
2° Oricare ar fi multimea X cu card X < X, avem: card (A U X) = card A.

1° Fie by, c; € A, apoi by, c; € A\ {by,c;1}; In continuare se considera doud elemente bz, c; € A\ {b1, b3, 1,3} 5.a.m.d.

Astfel se obtin multimile numarabile: B’ = {by, by, ..., by, ...} siC' = {cy,¢3, ..., Cp, ... }. Sevede cd B = A\ C D B’, de unde
A=BUC.

2° Fard a restrange din generalitate, se poate admite ca X N A = @. Conform punctului precedent, avem A = B U C, unde C
este numarabild, dupd care AUX = B U (C U X), unde C U X este tot numarabild, ca reuniune a unei multimi numarabile cu o
multime cel mult numarabila (vezi exercitiul precedent).

[ | Dacdaa,b,c,d € Rcua < b, ¢ < d, atunci:
1° [a,b] ~ [c,d], (a,b) ~ (c,d);
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2° [a,b) ~ (a,b) ~ (a,b] ~ [a, b];
30 [a,b) ~ [c,d);

4° [0,00) ~ [a, b] ~ (=00, 0];

5 R~ (ab).

1° Functia f: [0, 1] — [a, b] definita prin f(x) = a + x(b — a) este o bijectie, deci [0, 1] ~ [a, b] oricare ar fi a, b € R.
Decisi [0, 1] ~ [c, d]. Utilizdnd proprietatile de simetrie si tranzitivitate a relatiei de echipotentd, obtinem in final cd [a, b] ~
[c,d]. Analog se arata ca (a, b) ~ (c,d).

20

30

40

50

| Multimea R nu este numarabila.

Este suficient s3 demonstram c3 intervalul [0, 1] nu este multime numérabila.
Presupunem c§ exista o functie bijectivd f: N - [0,1], n — x,,. Impartim intervalul I, = [0, 1] in trei p&rti egale. Cel putin unul
dintre cele trei intervale nu va contine x, si fie I; = [ay, b;] un astfel de interval: b, — a; = 3

Tmpé&rtim I; in trei parti egale si notdm cu I, = [a,, b,] unul dintre cele care nu contine x; etc...

Se va obtine un sir descendent I, o I; D I, D -+ D I,, D -+ de intervale inchise incluse, astfel incat x,,_; & [a,, b,] pentru orice
. 1

nzlslbn—an=3—n.

Conform lemei intervalelor inchise incluse, rezultd cd N,sq [, = {&}. Deoarece & € [0, 1] si f este surjectivd, exista n € N astfel

incat x,, = &. Dar &€ € I, q iar x,, & I, si se ajunge la o contradictie.

Altd metodd de demonstratie. Se aratd mai intai cd intervalul [0,1) = {x € R| 0 < x < 1} nu este multime numarabila.
Daca ar fi numarabila, elementele acestei multimi ar putea fi asezate sub forma unui sir:

0.a11 a2 a43 Q44 -
0.a31 ayy y3 Agg -
0.a3q1 asz; azz azy -
0.a41 A4y Q43 Ayyq -

Se constatd Tnsd cd acest sir nu contine toate elementele lui [0, 1). Acesta contine numarul 0. a; a, a; a, ... ale carui cifre sunt
astfelincat a; # a41, a, # a,,, az # ass, ...

Alta demonstratie (“Procedeul diagonal al lui CANTOR”).
Sa presupunem cd R este numarabila. Din exercitiul anterior, R ~ [0, 1] si deci ar rezulta ca [0, 1] este o multime numarabil3,
adica: [0,1] = {ag, a4, ay, ..., ap, ... }.
Orice numar real pozitiv se poate scrie sub forma unei fractii zecimale 0, x, X4, ... X5, ..., unde x; sunt cifre cuprinse intre 0 si 9.
Astfel elementele din [0, 1] se scriu:

ap =0,adalal ...al ...

a, = 0,ajalal ...a} ..

a, = 0,ajatay ..aj -

Fie numarul real b = 0, byb,b, -+ b,, =+, unde
_ (2, dacaa;#2
! 1, daca af = 2.

Deoarece b € [0, 1] rezulta ca exista n astfel incat b = a,,. Scrierea zecimala a lui b fiind unica, din b = a,, rezultd b,, = aj;, ceea
ce contrazice definitia lui b.

Alta demonstratie aici.

Observatie. Din procedeul diagonal al lui CANTOR rezulta: No =card N < card R = X_.

| Spunem despre o multime M ca are puterea continuului daca exista o functie bijectiva f:[0,1) —» M.

Sa se arate ca urmatoarele multimi au puterea continuului:
[0,1)2 =10,1) x[0,1) = {(x,y)| x,y € [0,1)}, [1,0), R, R?= RXR, R™.
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Functia [0,1) - [0,1)?: 0.a;a,a3a, ... » (0.a,a30as ..., 0.a,a,a, ...) este bijectiva.
Multimea [1, ) are puterea continuului deoarece functia [0,1) — [1,00): x » 1 / (1 — x) este bijectiva.

| (Teorema de caracterizare a supremumului). Fie ® = A € R. Un element M € R este margine superioara a multimii A
daca si numai daca:
1° x<M,Vx€EAsi

2° Ve>03Ax, €EAa.lM—e<x,.

Fie M = sup A4, adica, echivalent, M este cel mai mic dintre majorantii multimii A. Observam ca relatia 1° exprima faptul ca M
este majorant pentru 4, iar 2° exprima faptul cad M este cel mai mic majorant pentru A, deoarece orice numar real mai mic decat
M se poate scrie sub forma M — ¢, unde € > 0 si, cum M — € nu este un amjorant pentru 4, inseamna ca exista x. € A astfel
incat M — ¢ < x,.

| (Teorema de caracterizare a infimumului). Fie ® # A € R. Un element m € R este magine inferioara a multimii A daca si
numai daca:
1° m<x, Vx €Asi

2° Ve>03x,€Edaix,<m+e.

Demonstratie similara.

| Se defineste multimea:

—o<x, x<+4+0, Vx ER.

S& se demonstreze ci (R, <) este total ordonats.

Observatii.

1° Se pot prelungi operatiile algebrice din R la R (fiard ins3 a le defini peste tot!). Astfel:
x+ow=0w+x=0, Vx€R\{—ow} (inclusiv o + oo = )
X+ (—0)=—0+x=-0, Vx€R\{wo} (inclusiv — oo+ (—c0) = —c0)
X+-00 =00-X =00, vx € R
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Topologie pe R. Exercitii

[ | Fie A,B c Rsi A € R. Se considera multimile:

1A = {Ax | x € A}
A+B = {x+y|x€A,y€B}
A-B = {xy|xe€eAyeB}
Sa se arate ca dacd A si B sunt multimi marginite, atunci A4, A + B si A - B sunt marginite si, in plus:
AinfA, A1>0
1° inf(14) = { 0, A1=0;
AsupA, 1<0

AsupA, A1>0
2° sup(14) = { 0, A=0;
AinfA, A1<0
3° infA + infB = inf(A + B) < sup(A + B) = supA + supB;
40 Dacd A4, B c [0, ) atunci (infA)(inf B) = inf(A - B) < sup(4 - B) = (sup A)(sup B).

1° Consideram A > 0 si fie @ = inf A. Folosind caracterizarea marginii inferioare cu inegalitati, avem:
o Vx€EAcua<x = Aa < Ax;
. Ve>0,Elxsastfelincétxs<a+%:>/1x£</1a+€,
de unde deducem: Aa = inf (o).
Dacd A = 0 atunci AA = {0} si inf({0}) = 0.
n cazul A < 0, folosind din nou caracterizarea cu inegalitdti a marginii inferioare, @ = inf A, avem:
o Vx€EAa<x = Aa = Ax;
. Ve>0,Elxsastfelincétxs<a—f:>/1x£</1a—€,

y)

din care rezulta: Aa = sup(14).
2° Demonstratie similara.
30
40
| Utilizdnd axioma lui ARHIMEDE, sa se arate ca pentru orice x € R* exista n € Z a.i. sa avem:
1° x’+n>nx+1.
2° x?>2x+n.
1° Inegalitatea se mai scrie: x% —1 > n(x — 1). Pentru x = 1 este evidenta.
Dacad x # 1, pentru numarul real

ik S

=X B
x—1

conform axiomei lui ARHIMEDE, existan € Za.l.x + 1 > n.

[ | Dacd 4, B € R sunt marginite, atunci si multimile AN B, AUB, A\ B, B\ Asiorice submultime a lui 4, B este
marginita.
| S4 se arate cd multimea N2 = N x N este numarabila.

Aceasta multime poate fi ordonata in felul urmator:
(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4)
(Lo @1 @O2) @13) (14D
(2,00 21 22 @3) @249
3,00 3,1) (3,2) 33 (3,49
40 1) “2) “3) G449

[ | Multimile de forma N", Z", Q", unde n € N*, sunt numarabile.
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Se foloseste metoda inductiei dupa modelul exercitiului precedent.

[ | Multimea [0,1] = {x € R: 0 < x < 1} nu este numarabila.

Presupunem prin absurd cd multimea [0, 1] este numarabild, decica I = [0, 1] = {xq, x5, ..., Xy , - }-
Tmpé&rtim intervalul I in trei intervale inchise egale. Exista cel putin un subinterval (dintre acestea) care nu il contine pe x;. Notdm
cu I; acest interval. impartim acum intervalul I; in trei parti egale. Exista cel putin un interval I, care nu il contine pe x,.
Procedand in continuare in acest mod, obtinem un sir de intervale inchise:

113123"'31713'”
cu proprietatea ca x,, € I,, . Pe de alt parte, observam ca lungimea intervalului I,, este 3%
Dacd notam cu a,,, respectiv b,,, extremitatile intervalului I,;, obtinem doud siruri de numere rationale {a,}, {b,} care indeplinesc
conditiile din axioma lui CANTOR. Rezulta ca existd y € Y astfel incat:

yeﬂ]ncl.
n=1

Pe de alta parte este evident ca y # x,, pentru orice n, deci y & I, contradictie.

Vezi Multimi dense
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Inegalitati
Ho4..
Ho04..
| Inegalitatea lui CAUCHY-BUNIAKOWSKI-SCHWARZ. Fie a;,b; € R, i = 1,n (n € N*). Atunci :
n n 1/2 n %

D laibi] < (Z a?) - (Z b?) -

i=1 i=1 i=1
Ho04..
Ho4..
[ | Dacéa,b,c,de(0,00),atunci2+2+£+924.

b c da a

| Dacd a4, ay, ..., Gy, by, by, ..., b, € (0,0), atunci
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a? a3 a2  (ag+ay+-+a,)?

b, (b, Y5 = b +b,+ b,

| Dacd a4, ay, ..., y, by, by, ..., b, € (0,0), atunci
V(ay + by)(ay + by) ... (an + by) = Yajay ...an + \/bib, ..by
[ | Fiea,b € (0,1). Sa se demonstreze ca:

2ab+l 2ab =
a+b Ogba+b_ '

log,

41



CUPRINS
Calcul real Preliminarii | Calcul diferential | Calcul integral

Analiza complexa

Spatiul R™ |Limita a unei functii | Continuitate |
Calcul multivariabil Derivabilitate |Integrala | Spatii topologice

Analiza matematica abstracta | Spatii topologice

Anexe

iruri

M 0.5.1. Se numeste sir de numere reale o functie reala definita pe multimea numerelor naturale: f:N->R
Daca f(n) = a,, n € N, se va nota sirul (a,)pen Sau (a,)pns1 dacd f:N* - R.

Sirul (a,)neny € R se numeste convergent cu limita a € R dacad in orice vecindtate a lui a se afla toti termenii sirului cu exceptia
unui numar finit. In acest caz, se noteaza lim a,, = a sau a,, = a pentrun — oo.

n—-oo

Sirul (a;)nen € R este convergent cu limita a € R daca si numai daca:
Ve >0 Any(e) € Na.l. vn = ny(e) are loc inegalitatea |a, — a| < e.

Demonstratia este evidenta.

| (Unicitatea limitei unui sir) Limita unui sir real, daca exista, este unica.

Fie (a;)nen Un sir de numere reale. Presupunem prin absurd ca a, b sunt limite ale acestuia si ca a # b. De aici rezulta ca exista o
vecinatate V, a lui a si o vecinatate V}, a lui b astfel incat V; NV}, # @. Din teorema anterioara rezultd ca existd ny,n, € N cu
proprietateacda, €V,, Vn=>n,sia, €Vp, Vn =n,.

Decia, € V, NV, V n = n, + ny, ceea ce contrazice faptul ca vV, NV, = @.

M 0.5.5. Sirul (a,,)ney are limita +oo (respectiv — o) daca orice vecindtate a punctului +oo (respectiv — o) contine toti
termenii sirului cu exceptia a eventual unui numar finit al acestora.

Fie (x,)n=1 Un sir monoton crescator (respectiv descrescator). Atunci (x,,),1 are limita +oo (respectiv — oo) dacd si numai daca
sirul nu admite majoranti (respectiv minoranti).

Sa presupunem ca (x,,),=1 €ste monoton crescator. Dacd x,, = o, atunciV ¢ > 0 existany = 1 a.l. x, = ¢, Vn = n,, deci
(xp)n=1 NU admite majoranti.

Reciproc dacd (x,,),>1 Nu admite majoranti, atunci V ¢ > 0 exista ny > 1 a.i. Xp, > C.

Atunci x,, > xp, > ¢ V n 2 n, deci x, = .

M 0.5.6. Un sir care nu este convergent se numeste divergent.

Sirul x,, = (—1)", n € N” este divergent.

Presupunem ca (x,,),>1 este convergent si fie x limita sa.
N PPN 1
Atunci existd un N € N astfel incat |x,, — x| < S vnz N.
n - . 1 . 1 . 1 . 1
Luand n par (respectivimpar), n = N, obtinem: |1 — x| < > respectiv |—1 — x| < > de unde rezulta x > > respectivx < —

ceea ce este absurd.

| Fiexn=%, n € N. Atunci x,, = 0 (n > o).

Fie € > O fixat.
. . S I 1 . 1 1 o
Atunci conform axiomei lui ARHIMEDE, existd unn, € N cun, > > deci 0 < - < —<g V n = n,sidecix, - 0.
&
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| Un sir (a,)nso S€ Numeste mdrginit daca exista numerele m si M astfel incat:

m<a, <M, VneN.

Orice sir (a,;)n=0 cOnvergent este marginit.

Fie L = lim a, si fie € > 0 arbitrar. Atunci exista N astfel incat intervalul deschis (L — ¢, L + €) sa contina toti termenii a,, cu

n—oo

n > N siaq, ay, ..., ay sunt singurii termeni ai sirului ce se pot afla in exteriorul intervalului.

A-€ A A+ e
a oL a. = 3 >
3 N+2 aN+:L aN 2 al

Astfel, in exteriorul intervalului exista doar un numar finit de termeni si alegem a ca fiind egal cu cel mai mic dintre acestia, iar @
cu cel mai mare intre acestia. Consideram:

m = min{d, A — €}, M = max{a, A + €}.
Atunci intervalul inchis [m, M] contine termenii a,, a,, ..., ay si intervalul deschis (A — €, A + ¢ ). Deoarece toti termenii sirului
a, cun > N suntin intervalul (A — ¢, A + ¢€), atunci intervalul inchis [m, M] contine toti termenii sirului {a, }. Rezulta ca sirul
este marginit.

Observatie. Marginirea este o conditie necesara pentru convergenta, nu si suficienta.
De exemplu sirul 1, 0, 1, O, .... este marginit, dar nu este convergent.

[ | (Operatii cu siruri convergente). Fie (a,,), (by) doua siruri reale convergente la numerele a si respectiv b.
1° Sirul (a,, + b,,) converge la a + b (regula sumei).
2° Sirul (a,, - by,) converge la a - b (regula produsului).
30 Daca b,, # 0, Vn € Nsi b # 0, atunci sirul Z—" converge la % (regula catului).
n
1° Fiee >0sie' = %e. Deoarece lim a,, = asi lim b, = b existd N; = N, (&) astfel incat |a,, —a| < &', Vn > Nj si
n—oo n—oo

exista N, = N, (&') astfel incat |b,, — b| < €', Vn > N,.
Fie N3 = max{N;, N,}. Pentru orice n > N; avem:

la, —b, —a—b|<|a,—a|l+|b,—b| < &'+ & =2&" =¢,
care demonstreaza ca a, + b, = a + b cand n — oo.
2° Deoarece 11113010 b, = b, exista M > 0 astfel ca |b,,| < M pentru orice n € N. Rezulta:

la, b, —a-b|=|ay, -b,—a-b,+a-b,—a-b|l=|b, - (a,—a)+a- (b, —b)| <

<|b,|-la, —al+la|-|b,—b| <M -|a, —al+|a|-|b,—b|, Vn EN.
30

| Produsul dintre un sir marginit (x;,) 5,50 i un sir (V,)ns0 convergent la 0 este un sir convergent la 0.

Fie € > 0 arbitrar. Cum (x, )0 €ste marginit, existda M > 0 astfel ca |x,,| < M pentru orice n € N. Deoarece (y,,)nso €ste un sir
convergent la 0, exista un rang n. € N astfel ca:

€
ly, — 0] < o pentru orice n = n,.
Atunci:
€
ltn Y — 01 =[x |lyn| < M: =€ pentruoricen = n,.

Cum ¢ era arbitrar, urmeaza ca (x, Y, )ns0 €ste convergent la 0.

[ | (Regula clestelui): Fie (ay;)ns0, (Pn)nso, (Cn)nso , treisiruri de numere reale care verifica inegalitatile:
a, <b,<c,, VneN",
Daca (a,)n=0$i (Cn)nso sunt convergente la acelasi numar L, atunci si (b,,) > este convergent la aceasi limita L.

B n7xvwkHM Fie (x,);,=1 un sir din R. Numarul ir>1f (supx;) (respectiv sup(igfxl-) ) se numeste limita superioard (respectiv
nzl j>n nz1 =1

C L . o T . lim
limita inferioard) a sirului (x;,),>q Si se noteaza lim x,, (respectiv — x,, ).
n—oo n—-oo
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Numarul x € R se numeste punct limitd al sirului (x,),»; daca existd un subsir al acestuia care are limita x.

Fie (x;,)n=0 un sir de numere reale. Atunci (x,),,s0 are limita daca si numai daca lim inf x,, = lim sup x,,.
n—oo

n—-oco
In aceasta situatie:
lim x,, = liminfx, = limsupx, .

n—-oo n—oo n— oo

Daca (x;,)ns0 are limita [, atunci orice subsir are aceeasi limita [, deci lim inf x,, = lim sup x,.

n-—oo n—oo

Reciproc, sa presupunem ca liminfx,, = limsup x,, = L si fie V € V(1) o vecinatate arbitrara. Atunci in afara lui V se pot afla
n—oo

n—-oo

doar un numar finit de termeni ai sirului, in caz contrar din acesti termeni se poate extrage un sir cu limita, alta decat [, deoarece
acesti termeni s-ar situa in afara vecinatatii V.

B f2NdJTY7 Fie (x;,) =0 UN sir marginit si fie € > 0. Atunci:

1° Existd n} € N astfel c3 x,, < limsup x,, + € pentru orice n > nl.
n—-oo
2° Existd n? € N astfel ca x,, < liminfx,, + & pentru orice n > n2.
n—>0oo
1° Presupunem cd existd un € > 0 astfel incat pentru orice n} € N existd n > n} astfel cd x,, > limsupx,, + €.
n—-oo
Pentrun; = 0, exista k, astfel ca x;, = limsup x,, + €. Pentrung = ko + 1, obtinem cd existd k; = ng + 1 > n, astfel ca x;, =
n—-oo
lim sup x,, + €. Procedand iterativ, obtinem existenta unui subsir (ka)m>0 Cu proprietatea ca:
n—-oo =

Xk, = limsupx, + & pentru orice m = 0.

n—-oo
Cum (ka)mzo este marginit, fiind subsir al sirului initial (x;,)s0, Urmeaza ca (ka)mzo are la randul sau un subsir convergent la
o limita finita . Conform proprietatii de trecere la limita in inegalitati, urmeaza ca:

[ >limsupx, + ¢,

n—-oco

ceea ce contrazice faptul ca:
[ < limsupx,,

n—-oo
deoarece [ este un punct limita al sirului (x;,);,0-
2° Demonstratie similara.
| Fie (X, )n=0 Un sir cu termenii strict pozitivi. Are loc inegalitatea:
.. il o . . Xn+1
lim inf < liminf’/x, < limsup %/x, < limsup .
n-oo X, n—-oo n—oo n—oo Xn

Demonstram mai intai ca:
c 0 Xn+1
limsup /x, < limsup :

n—oo n—oo Xn
. Dacad L = 40, inegalitatea de mai sus este evidenta. Presupunem acum ca L < 4o si fie € > 0.

Xn+1

Fie L = lim sup

n—oo Xn

q X > ang..a v e v X a
Cum lim sup;l—+1 < L + ¢, urmeazd conform propozitiei f2NdJTY7 c3 exista n§ astfel ca z—“ < (L + €) + € pentru orice n = nf.
n—-oo n n
De aici:
Xn Xn-1 Xng+1 —né& .
Xy = e —— Xpg < Xp, (L +2€)"™ pentru orice n > nf,
Xn—1 Xn—2 Xng
de unde:
ni
1-% :
Vxn < Yxn, (L+2&)" n pentruorice n > nf,
iar

limsup {/x, <L+ 2¢,

n—oo

prin trecere la limitd superioara. Cum & > 0 era arbitrar, urmeaza ca lim sup y/x,, < L, ceea ce trebuia demonstrat. cea de-a oua

n—oo

inegalitate se demonstreaza analog.

Observatie. Conform teoremei n7xvvkHM, din rezultatul de mai sus se poate deduce imediat urmatorul criteriu de existenta a
limitei radicalului de ordin n al unui sir dat. In acest mod, se poate reduce calculul unor limite care contin radicali de ordin n la
calculul unor limite de rapoarte, care pot fi mai simple decat cele dintai.
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[ | Fie (X,)ns0 UN Sir cu termeni strict pozitivi. Dac existd lim 22 = [ € R, atunci existd si lim */x, = L.

n-oco Xp n—oo

Se aplica propozitia anterioara.

| Fie (X5 )n=0 UN sir cu termeni strict pozitivi. Daca exista 111_1)130% =l € R, atunci

1° Dacal € [0, 1), atunci li_r){)lO X, = 0. i

2° Dacal € (1, 0], atuncinli_r)rolO X, = 0o,

30 Daca [l = 1, atunci Al_r)rolor;cn nu poate fi precizata a priori cu ajutorul limitei raportului (spunem ca este un caz de dubiu).

Fie | € [0,1). Exista atunci & > 0 astfel ca [ 4 £ < 1. Exists de asemenea n¢ € N astfel ca | lim 222 — [| < & pentru orice n > nZ.

n-oo Xp
Urmeaza ca:
Xn Xn-1 xni+1

5 = C Xpg < X, L+ g)”_ni = xp, (L + s)_”f L+o)™.

Xn-1 Xn-2 Xng
Cuml+ & <1, urmeazd cd lim (I + €)™ = 0. Deoarece (x,,)nso €Ste un sir cu termeni strict pozitivi, se obtine conform criteriului
n—oo

clesteluica lim x, = 0.
n—-oo

2° Demonstratie similara.
30 Fie (Xp)nso ¢ Xp = M. Atunci lim =2 = 1, iar lim x,, = +oo. Fie de asemenea (X,)ns0 ¢ X, = = Atunci lim =2 =1,
- n—oo Xp n—co - n n—oo Xp
q o ~ o v oqs X q . A A a _0m
iar lim x,, = 0.1n concluzie, daca lim = = 1, atunci (x,,),so poate fi atat convergent cat si divergent.
n—oo n-oco Xp -
[ | (Lema intervalelor inchise incluse) Fie I,, = [ay, by],n = 0 un sir descendent de intervale inchise, I, © I; D -+ Atunci

multimea I = N;5q [,, este nevidd. Daca in plus lim (b, — a,,) = 0, atunci multimea [ este nevida.
n—-oo

FieA = {a, | n = 0}si B = {b,, | n = 0}. Atunci multimea A este majorat3 (de b,); fie & = sup A. In mod similar, multimea B
este minoratd, fie n = inf B. Deoarece a,, < b,, pentru orice m,n € N, £ <n; n acelasi timp a,, < & <n < b,, pentru oricen >
0 deci [¢,1] € Nyso In-

Daca in plus rlli_r)rolo(bn —a,) = 0, dininegalitatile 0 <n — & < b, — a,, rezultd & = n si deci Ny5o [, = {E}.

\J

Ay Ay -------- a,----§ n ----- b, -------- b, b,
Observatie. Conditia de inchidere a intervalelor este esentiala; de exemplu, pentru I,, = (0, %] , n =1, intersectia Ny,»q I, este
vida.
[ | (Lema lui CESARO) Orice sir marginit in R are un subsir convergent.

Fie (X, )n=0 uUn sir marginit in R si a < b astfel incat a < x,, < b pentru orice n € N si ¢ mijlocul intervalului [a, b]. Dintre
intervalele [a, c] si [c, b] alegem unul care contine o infinitate de termeni ai sirului si il notam I; = [a4, by].
Deci multimea {n € N | x,, € [aq, b;]} este infinitd; b; —a; = b;—a.
Fie ¢, mijlocul intervalului [a4, b, ]. Dintre intervalele [a4, ¢;] si [c;, b1] alegem I, = [a,, b,] care contine o infinitate de termeni ai
sirului (x,)n>0. Deci multimea {n € N | x,, € [ay, b,]} este infinitd; b, —a, = bz;za.
Se construieste prin inductie un sir de intervale inchise:
IpD2[ D1, 2Dl D- ; I =[ag, bgl,
astfel incat multimea {n € N | x,, € [ay, by ]} este infinita; by, — a; = bz;ka , Vk eN.
Conform teoremei anterioare, rezulta Ngsolx = {£}, unde I, = [a, b].
Din modul in care au fost construite intervalele [, putem gasi un sir de numere naturale:
Ny <ny < <My <--sixy €L (VkEN).
Deducem din x,,,,¢ € I (V k € N):

|xnk_sz|sz_—ka (V k € N) deci x,, — ¢.

| Un sir (a,;)n=0 S€ numeste monoton daca satisface una din conditiile:
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A

1° Este descrescator adica: a; = a,

1° Este crescdtor adica: a; <a, <--<a, <
=
Orice sir monoton si marginit are limita.

Consideram sirul (a,),>0 monoton si marginit. Conditia demarginire impune faptul ca termenii sirului formeaza o multime care
are supremum si infimum. Fie M supremum pentru multime si sa aratdam ca lim a,, = M.

n—->0oo
Asadar, pentru orice € > 0, exista ay a.i.:
M—-—e<ay<M
0<M-—ay<e.
Daca se presupune (a,),so Crescator, avem:
0<M-a,<M—-ay<e, Vn>N
0<M-—a,<c¢, vn>N
la, — M| < &, vn>N,
ceea ce stabileste ca M este limita sirului.
Tn mod similar se demonstreaza c3, in cazul cAnd (a,,),so este descrescitor, 711_r){)10 a, = m, unde m este infimum pentru multimea

termenilor.

. e . o . -1)"
Observatie. Pentru ca un sir sa fie convergent nu este necesar ca sirul sa fie monoton. Exemplu: sirul a,, = ( n) nu este monoton

dar converge la zero.

M 0.5.. Un sir de numere reale (a,),so S€ hnumeste fundamental sau sir CAUCHY daca:
Ve>0,AN(e) ENa.l Vmmn=N(e), |la, —a,| <e.

(Criteriul general al lui CAUCHY pentru siruri in R). Un sir de numere reale este convergent daca si numai daca acesta este
fundamental.

Daca a, — a, atunci0 < |a,, — a,| < |a,, —a| + |a, —a| deci lim |a,, — a,| = 0 si rezulta ca sirul este fundamental.

m,n—co
Reciproc, daca (a,),>o este fundamental, atunci acesta este marginit; intr-adevar, pentru € = 1 existd N natural astfel incat
vn=N, |a, —ay| < 1ldecia, € (ay —1,ay + 1) pentru orice n = N si deci toti termenii sirului (a,,),so vor fi cuprinsi intr-un
acelasi interval marginit care include intervalul (ay — 1, ay + 1). Conform lemei lui CESARO, sirul (a,),so va avea un subsir
convergent a, — a. Mai trebuie sa demonstram cd a,, — a. Pentru aceasta, fie un € > 0. Alegem un N; astfel incat V.m,n = N,

la, —a,| < §§i N, astfel incatVn = N, |akn - a| < % Atunci ludand N = max(N;, N,) sin = N, rezultd k,, = n = N si deci:

lak, —a| < % lan —ax, | < gdeci lan —al < |a, —ax, | + |ax, —a < §+§ adicd a,, - a.

Observatii.
1° Daca notdm p = m — n, conditia se mai poate scrie
Ve>03IN(e)eENaiVvn=N(EAVp21, |an+p —an| < €.
2° Conditia ca un sir sa fie fundamental este intrinseca, nedepinzand de un element exterior cum este limita sirului.
30 Tn teoria spatiilor topologice, aceastd teoremé se traduce prin faptul ¢ multimea R, in raport cu distanta euclidian3, este
un spatiu metric complet.
40 Daca x este limita sirului (x,,),en, PUtem aproxima x = x,, si aproximarea este cu atat mai buna cu cat rangul n este mai

mare. Astfel, daca |xn+p = xn| < y, pentru orice n,p € Nsi lim y,, = 0, atunci sirul (x,)ney este fundamental deci convergent.
n—co
Daca x = lim x,, se poate ardta ca |x;,, — x| < y,, pentru orice n € N, inegalitate care poate fi considerata formulad de evaluare a
n—oo

erorii cu care se face paroximarea x = x,. Evident, daca se impune ca eroarea sa fie mai mica decat ¢ dat, se va determina cea
mai mica valoare n. a lui n pentru care y,, < & si se va aproxima x = x,,.

| (Limita unei functii polinomiale). Sa se calculeze limita functiei polinomiale P: R —» R de grad k > 1:

P(x) = akxk + ak_lxk_1 +--+ax +ag, a, #0.

Se considera sirul (x,)ns0, X, = P(n). Se va scoate factor comun fortat n* (k = grad P):

1
lim x, = Tllggo(aknk + a1 X+t ax 4 ap) = Tlli_r>r010nk (ax + -1 + -+ sy + ay F) =

n—oo
. g = {+00, daca a; >0
- k™ 1—oo, dacd a;, <0°
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Observatie. Se observa ca limita termenului de grad maxim al lui P este de asemenea:
lim agn® = - q; = lim x,,,

n—oo n—-oo

de unde se poate remarca faptul ca limita lui P(n) este egala cu limita termenului de grad maxim al lui P.

Pm)

[ | (Limita unei functii rationale). Sa se calculeze limita sirului (X, )nso, Xn = Ty

unde P, Q sunt doua functii polinomiale
de grad k, respectivl, unde k,l > 1,
P:R->R, PKX) =aqx*+ap_x*1+-+ax+ay, ap#0,
Q:R->R, Q) =bxt+b_x"1+-+bx+by, ap#0.

Se va scoate factor fortat n* de la numarator, respectiv n! de la numitor:

1 1 1
k
. aknk+ak 1le—1+-~-+a1n+a0 n (ak+ak 17 + -+ aq nk— 1+ao k)
lim x,, = lim bl T b T TR —— = lim 1 =
n—oo n—-oo ln 1-1n 1n 0 n-o ')’I_l (bl‘l'bl 1 T +b1 l 1+b0 )
( 0, dacak <l
a . dacak =1
= lim nk-1-% = b’ aeak=
n—oo bl ak
L+Ooﬁ' dacak > 1

Observatie. Se observa ca limita raportului termenilor de grad maxim este de asemenea:

axn’
o o = g
de unde se poate remarca faptul ca limita lui % este egala cu limita raportului termenilor de grad maxim ai lui P si Q. De
asemenea, daca grad P < grad Q, atunci %i_r)rgo% = 0, deci daca gradul numitorului este mai mare decat gradul numaratorului,
atunci limita lui %n; este zero. Daca grad P = grad Q, atunci 111_{210 E ; bl' deci daca gradul numitorului este egal cu gradul
numaratorului, atunci limita lui % este raportul coeficientilor termenilor dominanti. Daca grad P > grad Q, atunci hm En;

este 4o daca coeficientii termenilor dominanti au acelasi semn, respectiv —oo daca coeficientii termenilor dominanti au semne
opuse.

| Sa se arate ca:

. 1\" . . . .
1° Sirul e, = (1 + Z) , n = 1, este strict crescator si nemarginit.

. el . . e
2° Sirul y, = (1 aF ;) , n = 1 este strict descrescator si marginit.
30 Cele doua siruri au aceeasi limita pe care o vom nota @ si avem:

(1+%)n<e<(1+%)n+1, v 1.

Vom demonstra ca:
(1) €n < €n+1 =< Yn+1 — Yno vn=1
eny1  (m+2)nt1 n n+2 n (n+1)3+1
Te, | (D)™ ()"~ ntl ( - (n+1)2) = Tr)?
(S-a utilizat inegalitatea lui BERNOULLLI.)
Decie, < epy1, V1 =1, adica sirul (e,),»1 este strict crescator.
Yn n+1 n+1 n+l n 2+3n+1 _ n(n+2)%+1
E n+2 [ n(n+2)] n+2 nn+2)  n(n+2)?
Asadar, y,, > Y41, V1 = 1, deci sirul (y,,),,»1 este strict descrescator.
Rezultd inegalitatile (1) si deci sirurile (e;)ns1, (Vn)n=1 Sunt marginite. Conform teoremei WEIERSTRASS, exista limitele:
lim e,, hm V-

n—oo

Din inegalitatile:

Avem: >1,Vn=>1.

Mai departe: >1,Vn=>1.

el 152 N\ 1_ 1
0<yn—en=(1+—) —(1+—) =(1+—) == <y—”< — 0, pentrun — oo,
n n n n Tl
rezultd ca lim e, = lim y,.
n—-oo n—-oo
Considerand inegalitatile: en < enim < Vnam < Yn, Vn,m € N¥,

prin trecere la limita pentru m — o, se obtine: e, <e<y,, Vn=> 1.
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Observatie. Limita comuna a celor doua siruri se noteaza cu e dupa initiala matematicianului LEONHARD EULER si prezintd o
deosebita importanta in analiza matematica, ceea ce se va vedea ulterior.

[ | Au loc urmatoarele proprietati:
1° Fie (5 )n=0 Un sir de numere reale strict pozitive cu lim x,, = 4+o0. Atunci:
n—-oo
1\
lim (1 + —) =e.
n—-oo xn
2° Fie (¥,)n>0 Un sir de numere reale strict pozitive cu lim y,, = —oco. Atunci:
n—oo
1 Yn
lim (1 + —) =e.
n—-oo yn
30 Fie (z,)n=0 un sir de numere reale nenule cu lim z = 0. Atunci:
n—oo
1
lim (1 + z,)%n .
n—oo
Demonstratia rezulta din propozitia anterioara.
| Sa se demonstreze ca:
10 dim(1+-+-+-+)=e
n—oo ! n!
20 0<e—(1+—+—+---+i) , V1.
ETRY n!
30 Numarul e este irational.
1° Notam: —1+ + -+ - +',n>1
Se utilizeaza inegalitatea. k! 2 2" 1, Vk=>1, -caresedemonstreaza prininductie si se obtine:
1,1 1
0<anS1+2—0+2—1+---+2n—_1=1+2(1——)<3 van>1.
Rezultd cd (a,),»1 este marginit si, cum este si crescator, conform teoremei lui WEIERSTRASS, 3 lim a, "%a.
n—co
Vom demonstra ca a = e. Conform problemei anterioare:
1 1 nn—-1) 1 nn—-1)m-2)-..-3-2-1 1
JRRDNE U U B b 1
1! n 2! n n! nn
= 1+l+—-(1—1) +2-(1-)- (1= + -+ (1-2)- (1= (1=,
1! 2! n 3! n n n n
de unde rezulta ca: enS1+i+i+-'-+i=an,Vn21.
11 2 n!
Deci, la limita pentru n — oo, obtinem ca: e < a. Mai departe'

> 1ed ek (103 (1) (=Y e (-0 (1-9) o (-5 vien.

Pentru k fixat, prin trecere la limita pentru n — oo se obtine: e>a;, Vk = 2.
Pentru k — oo, deducem: e = a.

2° Fies, = 1+ %+Zl, F @ea qF ni' (n = 1). Evident avem
1 1 . 1 [ 1 1 ] _ 1 1 1

T < ntl | (n+1)?

0<e-—s,= (n+1)! | (n+2)! (n+1)!

n+1)! 1—X  nln’
Geval) nt+1

30 Din 2° rezulta: VnEN 30, E(O 1)aT
e= 1+ 4 foto ol

n'n
Presupunem e rational, deC| E| p,q EN, (p,q) =1cu s =e. Atuncidf =6(q) € (0,1)a.l.
3=1+i+i+---+i+i deci
q i a'q’

9=q!p—(1+ +o et )quZ

ceea ce este absurd.

| Sa se arate ca sirul:

1 1
=1 — 4 — e ——1] >1
b, +2+3+ +n nn, n=

este convergent.

Prin logaritmarea inegalitatilor de la problema 0.5.11, rezulta:
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n[lnn+1)—Inn]<1<m+1[ln(n+1)—1nn], Vvn=>1,
de unde rezulta:

(*) —<In(n+1D)-lnn<=,vn>1.
n+1 n
Scriem inegalitatile de mai sus pentrun := 1, 2, 3, ..., n si le adunam. Obtinem:
24t ticn(r+ D) <l4-4-+-+=,Vn=1
2 3 no o L 2 3 n
Deci: 1nn<ln(n+1)<1+§+§+-~-+;,VnZl.

Rezulta ca: bn=1+%+§+~-+%—lnn,‘v’n21.

Pe de alta parte, din (x ) rezults ca: by —by=———In(n+1) +In<0, ¥vn>1,

adica sirul (b,,),»1 este strict descrescitor. Din teorema lui WEIERSTRASS rezultd c3 (3) lim b,, 2°%y, numita constanta lui
n—oo

EULER, cu valoarea aproximativa: y = 0,577215 ....

M O0.5..

0.5.. Se numeste matrice infinitd (sir dublu) de numere reale o functie f: N X N — R si se noteaza prin (@, x)nk>1 Sau
(@nk) mk)en? » unde an, = f(n, k). O matrice infinitd se numeste triunghiulard, daca

ane =0, V(n,k) EN? k >n, deci este de forma:
[ a11 O 0 00 O ]
azq as, 0 .. 0
asq as, azz .. 0
an1 an2 an3

Q) lim Y a,u =1, Vn=>1;

n—-oo
(i) lim a,;, =0,Vk>1.

n—-oo
1° Atunci V (x,)n»1 Un sir de numere reale care are limita, rezultd ca sirul (;,)p>1, unde  y, = Y- Apk Xg (NUMIt
transformata. TOEPLITZ a sirului (X,)n»1 ), are limita si avem: lim y, = lim x;,.

n—oo n—->0oo

2° Daca sirul (x,,),>1 are limita oo, atunci transformata sa TOEPLITZ, (y,,) 551, are limita co.
1° Se considerd cazurile:
a) x, — 0. Se fixeaza un € > 0 si atunci AN =1al|x| < % , Vn = N.Dacan > N, se poate scrie:

VYo = (@n1Xg + ApaXy + 0+ apyxy) + (@pne1Xn41 T+ QunXyn) (1)

b)
2° Fie (X, )n=1 CU X, = ©0; se poate presupune ca toti termenii sirului (x,,),,>1 sunt strict pozitivi. Fie C > 0; din conditia (i)
rezulta ca exista N; € N astfel incat:

n

1
zank>_, anNl
k=1 2
Sirul (x,)n>1 fiind nemarginit, exista N, € N astfel incat x,, = 2C, V n > N,. Fie N3 = max{N;, N,}; atunci pentru orice n > N;
avem:

n N3 n N3
Zankxk= Zankxk+ ZankaZZankxk+C>C.
k=1 k=1 k=N k=1
| (Teorema STOLZ-CESARO).
1° Fie (ay)ns0, (bn)nso doua siruri reale cu proprietatile urmatoare:

o (by)nso este strict monoton si nemarginit;
e existi lim 217 — | | eR.

n—oo bpt1—bn
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Atunci lim Z—" =1l

n—-oo Un
2° Fie (ay)ns0, (by)nso doua siruri reale cu proprietatile urmatoare:
e lima, = lim b, = 0;
n—-oo n—-oo

o sirul (by)nso este strict monoton;
o existi lim 217 — | | eR.

Nn—o0 Un+1=0Un

Atunci lim &2 =,

n—oo Un
30 (Corolar). Fie (a,)nso Un sir de numere pozitive cu proprietatea ca exista lim % = [, leR. Atunci: lim \/a, =L
n-—-oo n n—-oo
10
20
30
[ | Fie X un interval real de tipul (—, a], [a, b], [a, ), unde a,b € R,a < b.

astfel incat f (&) = ¢.

Observatii.
1° Punctul & se numeste_punct fix al aplicatiei f.
2° Trebuie retinuta metoda de determinare a punctului fix, cunoscuta sub numele de metoda aproximatiilor succesive:

prima aproximatie x, € X este aleasd arbitrar, apoi aproximatiile x; = f(xg), X2 = f(x1), ..., Xn = f(Xp_1), ... sunt determinate
succesiv folosind f; se demonstreaza ca:

Xp — X < - C

| n n+p| 1—c ’
pentru orice n,p € N, unde c este coeficientul e contractie, iar § = |xy — x1|. Indiferent de alegerea lui x, sirul de aproximatii
succesive (X, )nen COnverge la aceeasi limitd ¢.

Formula precisa ¢ = lim x,, este inlocuita in practica prin formula de aproximare ¢ = x,,. Pentru a evalua eroarea care

n—oo
A o . o o ) . . . o .
apare n aceastd exprimare, se poate arata ca |x, — &| < T2 ¢™ pentru orice n € N si se rationeaza ca la observatia 4° de la
criteriul general al lui CAUCHY.
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Anexe
0.5. Siruri. Exercitii
| Sa demonstreze urmatoarele:

o 3n+1 3 . n A . . -
1° Limita sirului definit prin a,, = #, n € N este " Sa se determine un rang incepand de la care diferenta dintre limita
sirului si a termenului general sa fie mai mica decat 1/100.

- . . 214 (=)™
2° Limita sirului a,, = S(—n) este zero.

. 24243, o .. o 1
30 Fie () ns0 @ Xp = ——2= Arstati c3 lim x,, = +oo.

= n+1 n-—oo
1° Sa consideram un numar € € R, € > 0, arbitrar, momentan fixat.
Vom determina un rang ny(€) a.i.
3n+1 3
=2 >
|4n+1 4| 6 Wi 2 i
. . . . N . 1-4
Inegalitatea de mai sus se mai poate scrie: < & sau, in mod echivalent: n > )
4(4n+1) 1l6¢g

Notand:
1—4¢

[ 1
no(e) = s

]+1, daca 0<€SZ

1
0, dacd €>-—
acd € >

3n+1

. 3
rezulta ca pentrun = ngy(g) avem: |an = Z| < g undea, = prr

Pentru a determina rangul incepand de la care diferenta dintre limita sirului si termenul general este mai mica decat 1/100,

calculam ny(1/100) = 7. Deci termenii a;, ag, ... difera de limita 3/4 cu mai putin de 1/100.
o 2D 2t 2\t "

2 Avem: = < e (5) ar (5) .

Pentru un € > 0 fixat, impunem conditiile (2/5)" < ¢/2si (1/5)" < €/2.

Prima inegalitate este verificata pentru n = 1, (¢), unde:

[

+1, daca0<e<?2
2
0, dacae > 2

A doua inegalitate se verifica de indata ce n = 17, (¢), unde:
2

(G

ny(e) = { In5

k 0, dacae > 2

+1, daca0<e<?2
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(GOl

5n

< g pentru V n = ny(e).

Luand ny(e) = max{mn,(e), 1y(e)} rezulta ca |2" +
30 Fie M > 0 arbitrar. Au loc relatiile:
2
Xp=n+1+——>M

n+1
cuconditiaca: n+1>M ©n>M —1.

Atunciny = [M — 1] + 1 = [M], iar pentrun > ny, x, > M, de unde lim x,, = +oo.

n—-oo
| Daca (x,)n=0 €ste un sir cu termeni pozitivi, x, > 0, ¥V n € N, atunci sunt valabile inegalitatile:
X Y 1 X
lim =% < lim %/x, = lim §/x,, < lim =2+
— X, = === n n — Xn

cA LAs _u I 1. X
Se va demonstra maiintdica: lim %/x, < lim ;—“
n

v ST 4% Q q B v
Dacda = 11m;—+1 = oo, inegalitatea este evidenta.

n

Dacd a < oo pentru orice € > 0 existd cel mult un numar finit de termeni mai mari ca a + &, deci existd n’ € N, astfel incat daca
n > n'sdaavem x,41/x, < a + €. De aici se obtine x,,7 ;11 < (a + €)x,,7,, pentru orice k € N si atunci pentru orice p € N vom

. —_— ! . . v
avea X,y < (a + &)Pxy,. Prinurmare x,, < (a + &)™ xy,, oricarear fin € N, n = n’, astfel ca:

’i/x_n < VYxp(a+e)™(a+e).

De aici rezult c3 lim “x, < a+esi € > 0fiind arbitrar, se obtine c3 lim ™ Xp < a.

| Determinati multimea punctelor limita ale sirului (a,;),=1, unde:
O [1-(=1)™2"+1
1 ay =————"7"3
2"+3n
0 — TN
2 o= ()’
0 L 0
< =77 [ 7 ]
1° U =——, a =274 pvem:  lim a =0si lim a = 2 deci L(a,) = {0, 2}
2n ong3 ’ 2n+l g3 * Y oo 2m P 2n+1 n RS L
2° L(a,) ={-1,0,1}.
3° az, =0,a741 = %, vy Qrpse = % Se obtine:
L(a,) { 12 4}
a = R p—
" 777
| Sa se arate ca:
0, lal <1
1° lima® =41, a=1
e o, a>1
20 lim Yn = 1.
n—-oo
30 limn (T{/E = 1) =lna, Va>0. Generalizare: Daca se da sirul (x,)nen ,Xn > 0si lim x,, = x, atunci:
n—oo n—oo
lim n (Vxn—1)=x
40 limn(Vn —1) = .

n—oo

0, daca a<1
[o) = a nf _ = )
£ rlLl—l;Elon ( n 1) {oo, daca a > 1

6° lim na® =0, Va€ (-1,1).

n—-oo
1° Daca a = 1, afirmatia este evidenta. Dacda > 1, atuncia=1+4+a,cu0 < a < 1, deci:
at=1+a)"=1+Cla+-+Cla">1+na—-> o & lima" = +x
n—oo
Daca |a| < 1, fie un € > 0 si sa gasim un n, > 1 astfel incét |a|™ < &, V n = n,. Evident: la" <e &
1
ninla| <lnhe & n> ﬁ, deoarece In|a| < 0.
20 Notdm x, = \n, y, = VYn — 1. Evident Yo >0, Vn=>1.
Rezulta: 1+y,=Vn o A+y)"=n ©1+Cly, +C2y2+ - =n, de unde obtinem:
n=>Ciy2,¥Vn=2 sau
2 2n 2

Ya =

— n(n-1) T
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Trecand la limita in ultima inegalitate, rezulta: limy, =0, deci: limx, =1.

n—-oo n—-oo
3° Pentru a = 1 avem: X, =0, Vn = 1decilimitaesteln1 = 0.
Pentru a > 1 s notam: Yo="Na—1(>0,Vn=1), deci 1+y,="a.
o . : 0 - = Ina Ina
Prin logaritmarea ultimei relatii rezulta: In(1+y,) = —.sau = haryD’
Qg . Ina .
Atunci 7ll_r)roloxn = %grgom “Yp =1Ina, deoarece 711_r)£10yn =0
(a*/™ -1, pentrun - o, Va>0)
oo
iar lim InQtyn) _ 1.
n—-oo Yn
« A 1
Daca a<1 atuncinotand b =- - 1 avem:
_ i 2=VB) o n(VB-1) _ml_
i (521 = i (5= 1) = i, 552 = iy 2552 = b = nf = e
v . a
Pentru cazul general, se noteaza : a, =n(y/x, —1). Atunci: 7” +1= "Yx,.
n N
5 + . v
Deci: x, = (%) = ((1 + ﬂ)’Z"> adica:
lim x,, = et
n—-oo
Asadar: lim a, =In lim x,, = Inx.
n—-oo n—-oo
40
50
6° Cazul a = 0 este banal. Se va considera in continuare ca a # 0. Deoarece |a| < 1, existd un b € R} a.i.:
1.
lal| = — .l deci:
n n__1 _ 1 1 _2 1 *
Ia | = lal (1+b)" T 1+Cib+CEb2 4 +bM < c2p2 b2 n(n 1’ i E N
% ca: alr < 2.1 *
Rezulta ca: n-lal® < bZ —» VneNT\{1}. 2
Fie ¢ € R} arbitrar; atunci exista un n. € N astfel incat: PR <e&, Vn>n,.
C 2 -
Deci exista n, = [E + 1] astfel incat: n-la*<e, vn>n,,
*

echivalent cu lim na™ = 0 daca |a| < 1.

n—>oo

Observatie. [ .],:R > Z,unde [x], < x < [x], + 1, V x € R este functia parte intreagd.

| Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri.
0 T T S *
1 xn—ﬁ+ﬁ+ + = 2+/n, n € N*,
0 _ 1 _ *
2 xn——m+m+ +—\/_ avn, k€ N*\ {1}, a € R.
n *
3° Xp = Dz’ n € N*.
0 — a” 0
4 n = Troara.aram ’ 47 Y
n
5° Xy = ‘:l—' , a € R}
nk
6° Xp,=—,a>1, k>0.
a
70 X, = 4-.-(2n+2)

1-4-7-...(3n+1)

an+1
o X o
59 lim 242 = im &30 = lim — = 0, deci llm X, = 0.
n-oo Xn n—oo = n-ooo n+1
n
(n+1)k 11
q pe q n+1 n+ . s
6° lim =22 = lim 24— —lm————E(O,l),deuhmxn:O.
n—-o Xn n—oo n_n n—-ooo N a n—-oo
a
.-(2n+2)(2n+4)
. x . Ta7...Gn+)En+a) 2n+4
7° lim "“=11m%—1 =—E(01) deci lim x,, = 0.
n—-oo Xn n—-oo Sl n—oo 3n+4 n—oo
1-4-7-..-(3n+1)
[ | Sa se demonstreze ca urmatoarele siruri sunt fundamentale:
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n+2

1° X, =——, n€EN,

n3p+5’ ) }
0 __sin1 sin 2 sin3 | sinn
2 an—12+22+32+ +—n2,n21.

sin k!

30 a, = Yn_ .

n k=1k(k+1)

p p . . . o .

1° X — X, | = = i majorantul este un sir convergent la zero, al carui termen general

| 7P ”l (3n+3p+5)(3n+5)  3p(n+5) 3(3n+5)$ ) 3 g ’ g

depinde de p deci (x,,) ey €ste sir fundamental.

0 . . __sin(n+1) sin(n+2) sin(n+p) 1 1 1
2 Avem: |app —ay| = w0z T mezz T Tmep? = ez T ey )t =
1 1 v 111
~nn+1) @nm+1)(n+2) (n+p-D(n+p) n n+p 0
pentru oricep = 1.
30 Avem:
n+p n n+p n+p
sin k! sin k! sin k! | sin k! |

an+p_an|= L s — ] = —| < — <
] k(k+1) o] k(k+1) el k(k+1) el k(k+1)

n+p n+p
DI ol = e e
S = — = = - < )
k(k+1) k k+1 n+1l n+p+1 n+1
k=n+1 k=n+1

. 5 A T8 1
pentru orice n,p € N* si 711_r)ro1o e 0

Observatie. Limita a = lim a, a acestui sir nu se poate determina cu exactitate. Pentru a determina o valoare aproximativa, cu o

eroare mai mica decat 10 3 (de exemplu) observam ca —5 < F ©n+1>10% ©n > 103 — 1. Prin urmare, cel mai micn
3 =
pentru care m < 1—03 este 10°. Deci a = a4 ggo-
| Sa se demonstreze ca urmatoarele siruri nu sunt fundamentale:
11 1
1° an=1+—+—+---+—
g
2° =1 , n € N*.
+5+ \F +ot \/_
30
1 1 1 1 .
1° Ogp — Oy =—F——F ot -2 b —— .t ——=1 yYneN".
n+1 n+2 n+n n+n n+n n+n 2
denori

Rezulta ca sirul nu este fundamental deci nici convergent.
1

() _ —_ _1 =
2 |xn+p xn| = 7 F m + oo+ = Se observa ca pentrup = n se ob';me
1 1 1 1 1
Xon — Xn =

+ +ot > + +ot =
Vvn+1 Vn+2 vn+n Yn+n Vn+n Vn+n

Rezultd de aici cd |x5, — x5, | nu tinde catre zero, deci sirul (x;;)nen NU este sir fundamental.
30

| Sa se demonstreze ca daca sinx # 0, atunci sirul (sin x),so nu are limita.

Sa presupunem ca sirul (sin x),>o este convergent. Din:
sin(n + 1)x — sin(n — 1)x

cosnx = -
2sinx

rezulta ca: lim cosnx = 0.

n—-oo
Tinand seama de relatia:
cos(n + 1)x — cos(n — 1)x

sinnx = 2 Sinx ,
deducem ca li_r)rol0 sinnx = 0, prin urmare Tlli_r)go(sinz nx + cos?nx) = 0, contradictie. Rezultd ca sirul (sinx), este
divergent. "
| Sa se demonstreze ca:
10 lim (o4t o+ o) =Ink, VEENK22;
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2 dim(1-l4l-lieg Ly l)oin2

1° Avem:

I (1 - +1)—
nl—{rc}on+1 + 2 kn)

n+
= | [(1+1 L g InCkn)) (1+1+1+ 1o )+1 k]—
= 2 3 kn Ve 2 3 A
= lim (b, — b, +Ink) =y —y+Ink =Ink,

n—-oo

unde: bn=1+%+§+~-+%—lnn, vn=>1.

2° Conform identitatii lui CATALAN, avem:

=—+—+t—,Vn2=1
n—-1 n+1 n+2

Rezulta:
. 1.1 1 1 .
lim (1 =c=qrs=c=xf +—) = lim (—+—+ -+ ) =1In2,
n—-oo 2 3 4 2n-1 n-oo \n+1 n+2
conform 1°.
[ | Utilizand teorema lui TOEPLITZ, sa se demonstreze ca:
n—oo n n—oo
v * a 0 n 0
2° Dacd x,, > 0, Vn € N¥, atunci: lim ———— = lim x,,
n—0 —+—+-+— N0
1 X2 Xn
- . P . 1 . .
1° Daca lim x, € R, atunci, considerand in teorema lui TOEPLITZ, p,;, = ;,\7’ n, k € N*, obtinem:
n—oo
x1 +x2 +"'+xn
th = z PnrXr =
n
k=1
sideci lim t, = lim x,.
n—oo n—oo
o
2° Dacd lim x,, € R, atunci se considera: Puk = +——X—, Vk€{1,2,..,n}, n €N,
X1 X2 Xn
Cazul lim x, = +oo se trateaza separat astfel:
n—-oo
- 1 . . , .
2° Dacd lim x,, = 400, atunci lim — = 0 si atunci din teorema lui TOEPLITZ, se obtine:
n—oo n—oo Xn
1
lim —2—— =0, adici: lim ———— = +oo.
AT T T AT T T

X1 X2 Xn X1 X2 xn

- < “n . . : 1 . 1 "
Intr-adevar, daca in teorema lui TOEPLITZ inlocuim p,, ==, Vn € N*, k € {1,2, ...,n}, iar in loc de x,, punem o rezulta:
n

n 1
Z = .
Pnk - - Z
n Xk 1 g L
k=1 xl xz = qF coo qp X,
1
sideci lim t, = lim — = 0.
n—oo n—-oo Xn
1° Deoarece pentruV x,, > 0, n € N* avem:
n < Xq+Xp+ 42Xy
i+i+...+i - n !
X1 X2 Xn
aplicand punctul precedent, din lim x,, = +oo rezulta:
n—oo
. . +Xp+: e+
400 = lim ——— < lim 2227
n—0 —+—+-+— N0
1 X2 Xn
| Folosind teorema STOLZ—CESARO, sa se determine limitele sirurilor cu termenul general:
1 1 1
e — 1k+2k+...+nk Inn!
o — 1 2 o — * o —
1 an—Tn 2 an—T,kEN 3 an—nm,mEN
_ 1 n k _
4°  ap= ;(n_O(nk+1' i= 11) 59 ap=n (m"‘m"‘ +——1n2)
1 1 1 1
o — > o (] — > 5
6 Gn = Tn (1+ o ),n_2, v n In (Inn) (21n2+31n3+ +nznn)’n—3’
o _ o _ 1+v2+ 33+-+ ¥
8 an—nla(1+ Fot ),ae(O,l). 9 = lim S R
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10

20

+ Ao db £ §|yn—n Avem lim =% = lim

Notam x,, =
n—oo Yn

Se va considera x, = 1% + 2% + ... + n¥ siy, = n**1. Se va obtine lim 2

Xn+1=Xn __
n—-oo Yn+1=Yn

—=0.

n-oo n+1

= lim 2227 — iy (G

n—-o Yn n—o Yn+1—Yn nooo (n+1)k+1_pk+1 k+1’

unde la numitor s-a efectuat descompunerea cu ajutorul binomului lui NEWTON.

30 li — i In(n+1)!-lnn! li In(n+1) +o0, dacam € {0, 1}
noge T T B TmrDmonm T e CRnm AR ] 0, daca m e N*\ {1}
40 Se considera sirurile cu termenii generali:
an=1k+2k+ -+nk, b, =nkt1
Se obtine: Tlll_r)rolo';—: — kEN. Va rezulta limita: Pran %
5¢ Se considera:
1 4 1 ot 1 n2 1
X, = ——In — =
" n+1l n+ 2 2n =0
Conditiile celei de-a doua teoreme a lui CESARO-STOLZ sunt verificate si avem:
1 + 1 + 1
Xn41 "X " n+1 ' 2n+1 ' 2n+2_ 1
lim ————— = lim 1 1 —
no0yYni1 — Yp  NO® _ = g
L n+1l n
Deci lim a, =—-.
n—oo 4
6° lim a, = 1.
n—-oo
7° lim a, = 1.
n—-oo 1
o : _ =
8 Al_r)rolo an =7
90 Z=1+V2+ 3+-4+ ¥n, by=1+V2+V/3+ - +n. Aiman=0-
[ |

Aratam mai intai ca

Sa se arate ca daca lim ay
n—oo

=aq, lim b} = b, a,b > 0, atunci pentruoricep >0, g = 0cup + q = 1, are loc relatia:
n—-oo

rllim (pa, + gb,)™ = aPb?.

n—oo n—>oo

Apoi avem:

lim n(a, — 1) =Ina,

n—-oo

lim n(b, —1) =Inb
n—-oo

si in continuare:

llm (pan + qbn)" — 11m n(pan+qbn—1)

lim a, = 1si lim b,, = 1. De aici deducem ca: llm (pan + gb,)" = 1.

rli_)r&[pn(an_l)'i'qn(bn_l)] — eplna+qlnb = aPpa .

Daca notam cu a limitele sirurilor de la exercitiul:

1° Fie f:[1,00) — R o functie descrescatoare si marginita superior. Sa se arate ca sirul (a,),>1 de termen general:
n

= FA) + @) 4+ fn) — f f(x)dx
1

este convergent.
atunci sa se calculeze limitele:

10
.
2
e

limn(1+%+---+l—lnn—a)-

n—oo

rllllgonlnn(zln2+31n3 ln(lnn)—a);
im n® I __L_ .
rlll_r)rolon (1+2a+3a+ e a), a € (0,1);

lim n%

n—oo

*0+%+%+m+%—@,a>L

Se aplica teorema a doua a lui STOLZ-CESARO.

10

xn=1+%+--~+%—lnn—a,yn=%,nZl.Avem:
1
_ ———In(n+1)+Inn
Xp X
lim =2 = lim 2 n=limn+1 1 1
noo Yy no®Ypiq —Yn  MO® - =
1 1 n+1l n
S B A
=LLI‘£1° 1 1 =—;
XER —_—+t — 2
(x+1)% " x?
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2° Se obtine limita 1.

1 E [(n+1)1~%—n1=¢]

1—a—|m+1)-n(=2)*
|+ 0-n()"]

o limne(14 it op o1 g) o jjm @0 i — i _
3 il_r)r(}on (1 + > + 3@ + -+ n? 1-a a) ,{E{}o ﬁ_ﬁ 111_{20 (1_(1)"“—;++1)“
_ I-ax—1+x)+ 1+ 1
o xA1-0+090-a) 2
40 Se obtine limita L
1-a
[ | Sa se calculeze limitele:
© & (Zn + 1)7“r1
nl—I}go 2n—1 )
. 2n2 —n+1\""
nmo \ 212 +n+1 '
2 _(m+1)
2n+ 1 n+1 n+1 2 —an—l 2n-1
o 4 i 4 — —
1 715‘30(271—1) _Af?o(1+2n—1) = Jm <1+2n—1) -
Zn-17 M 70y
= i (1 P ) i = e’
- nl—{lc}o 2n—1 - €
2n?+n+1 ﬁ(nﬁ-z)
2 . 2?2 —n+1\"" - (1 2n )n+2 5 (1 2n ) —Zn
= 2n2+n+1 = 2n2+n+1 = 2n2+n+1
li —2n?%—4n
2n2+n+1 nb2nZ +n+1
I (1 2n ) —2n a
= e ————— = @ = —,
e 2n2+n+1 e
| Fie (X, )n=o uUn sir de numere reale nenule cu lim x,, = 0. Atunci
n—oo
1° lim 2+ _ g
n—oo Xn
. a¥*n-1
2° lim =Ina, Va>0.
n—oo Xn
k_
30 lim &) — p vk eR.
n—oo Xn
Se aplica propozitia
[ | Sa se demonstreze ca
~ Inn
lim — = 0, k>0.
n—oo n
1 1
~Inn_ Inn+1)—Inn ln(1+ﬁ) 1 n
llm—k= lim = lim o b, —
n-o nk  n-oo (n4 1)k —nk  noe 1 1\* nk
nk
1
., ln(1+ﬁ) 1 1 1o,
~ oo 1 ' 1% “lim nkt1 - ko
n (1 s —) —1 now
n—oo

Observatie. Exercitiul indica faptul ca functia putere creste mai rapid catre +oo decat functia logaritmica.

[ | Sa se calculeze:

1 1 1 1
lim (e*zt +aFt — e*2tn ).
n—oo
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Fie cn=1+%+---+%—lnn.Avem:

1 1 1 1 1 1 1 1 n ent+l —1
x, = e T2t T — etz = @2t (@m - 1) = @tntlnn (em - 1) = @n . . _
n+1 1
n+1
Rezulta ca lim x,, = €Y, unde y este constanta lui EULER.
n—oo
| Sa se studieze convergenta sirului:
1, VI+VI, (1+V1+47, 1+‘/1+ 1+1,..
Termenii sirului se obtin cu relatia de recurenta: Xpe1=+/1+x,, x4=1,n=1,2,..
Din relatia: xi—x2=0+x)— A +x,_1) =%, —Xp_1
rezultd prin inductie c& sirul este crescitor. De asemenea, din x2,; = 1 + x,, avem:
1 1 1 - D
1<xp4q = D o SR | <2, deci sirul este monoton si marginit.
Xn+1 Xn+1 Xn+1
Asadar, sirul este convergent, fie x = lim x,,. Din relatia de recurenta se obtine: x=+v1+x.
n—-oo
. s - - 1+v/5
Deci x este rddicina ecuatiei z?> = 1 + z, adicd x = +2\/_.

Observatie. Aceasta problema poate fi privita si sub urmatorul aspect: fiind dat € > 0, sa se gaseasca valoarea aproximativa a
solutiei pozitive a ecuatiei x> = 1 + x, cu o eroare mai mica decét €.
Aceasta revine la a gasi un sir (x,,) care converge la raddcina cautata x.

[ | Fiel € Rsi f:1 — I. Definim sirul (a,)ns0 prin relatia a, .1 = f(a,), n =0, ay € I. Sa se arate ca:

1° Daca f este crescdtoare, atunci (a,),so €ste monoton;

2° Daca f este descrescatoare, atunci sirurile (@zn)ns0, (A2n+1)n=0 SUnt monotone si au monotonii diferite.

1° Dacd ay < a, rezultd ca f(ay) < f(a,), adicd a; < a, si apoi prin inductie se arata ca a,, < a, 1 pentru oricen > 1.
Daca ay = a4 rezulta analog ca sirul este descrescator.

2° Avem:

Aznt+1 = f(Azne1) = (f © f(azn), n=0
Aznt+z = f(Azn41) = (f o f)(azy), n = 0.
Cum g = f o f este crescatoare, din punctul 1° rezulta ca (a;,)n=0, (@2141)n=0 SUNt siruri monotone. Daca presupunem ca

(azn)nso este crescdtor, din relatia ay, < asp42 obtinem f(az,) = f(azne1) echivalent cu azpq = azpe3, n =0, ceea ce aratd
cd (ayn41)n=0 €ste descrescator. Presupunerea cad (a,,)nso este descrescator conduce in mod analog la faptul ¢ (azpn41)ns0
este crescator. Deci sirurile (@) n=0, (A2n+1)n=0 au monotonii diferite.

[ | Fie (@) n=1 §i (by)n=1 doua siruri de numere intregi cu proprietatea 0 < a,, < b,,, b = 1. Sa se arate ca:
b
a - 1
im — k =
A 1_[ ek=1.
k=an
I by by an
an 1 1 1 1 1
In| — 1_[ ek | = Z —+Ina, —Inb, = Z——lnbn = ——Ina, | +—>c—c+0=0.
b, k k k n
k=ay k=an k=1 et
| Demonstrati ca:

lim [1000 |1+ /2+“'\/7’_l = 1757.
n—oo

Consideram sirurile:

a, = 1+/2+"'\/T_l, by= |1+ |2+ /n+\/2n.
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Se aratd cd (ay, este crescator, iar (by,) este descrescdtor si a, < by, n =5, prin urmare:
1,7575 < ag < lim a, < bg = 1,7579.
n—oo

[ | Fiea,b > 0si (x;)n=1, (Jm)n=1 doua siruri de numere reale cu proprietatile:
X
lim-2=4,  lm22=B, ABER.
n-oné n—conb

Sa se calculeze:
(i +x++x,) (1t Y2+ + )

lim

n—=e n(x1y, + X395 + o+ x,9m)
Xy +Xp+ - Xpy Vit Yot Vn
(g +x 4+ +x) 1 +y2+ -+ ) _ nati nb+1
n(X1y1 + XYz + -+ Xnyn) x1Y1 + XY + -+ Xun
natb+1

1. x1+x2+"'xn _ l xn+1 B A
nggOT_ nl—r>rolo (TL+ 1)a+1 — patl - a+1’

lim tyat I
n—oo nb+1 b + 1 )

Xy Xyt XYy X1 Vmet )

iy a+b+1 = lim =
= n n—oo (n + 1)a+b+1 — pa+b+1

Xn+1 . _Yn+1
_ i @+ D +DP 4B
T e (4t 1)l _pathtl gy p g1
(n + 1)atb

Limita ceruta este:
a+b+1

(a+Db+1)°

| Demonstrati ca dacd lim a, = a, a € R, atunci:
n—-oo
nag, +(n—a, +-+a, a
m > =—.
n—oo n 2
.o . 2(n—k+1) .o 2 oty
Se aplica teorema lui TOEPLITZ cu a,,;, = ——,z sause aplica teorema STOLZ-CESARO de doua ori.
[ | Daca lim a, = a, lim b, = b, a,b € R, atunci:
n—-oo n—-oo
. albn+a2bn_1 +"'+anb1
lim =ab
n—-oo n

. . bn_ks1 « .
Dacd b # 0, ludm a,, = “n—l’;“ in teorema lui TOEPLITZ.
1+bp_k+1

Dacd b = 0, punand a,;, = —,,avem:
. a1(1+bn)+a2(1+bn_1)+"'+an(1+b1)
lim =a
n—oo n
si tinand seama ci lim 252X — 5 vesults concluzia.
n—oo
[ | Presupunem ca lim a,, = a, a € R. Sa se calculeze:
n—oo
10 lim (Lo S
n-oo \ 1 2 2n-1) "’
20 lim (422t
n—ooo \1-2 = 23 nn+1)/ ’
o i n _%%n-1 4 | (_1)yn-1_ %
3 111520(1 2 +o (=1 zn-l)'

. A . 2
Se obtin, aplicand teorema lui TOEPLITZ, rezultatele: 2a, a, 3@
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Anexe

Serii

Notiunea de serie de numere reale a aparut din necesitatea de a da un sens natural sumei termenilor unui sir de numere reale.
Deoarece nu se pot aduna (in sens algebric) o infinitate de numere reale, realizarea acestui scop a fost posibild numai cu ajutorul
notiunii de limita, numai in anumite cazuri, studiul seriilor imbinand studiul sumelor finite cu cel al limitelor de siruri.

M 0.6.. Fie (a,,);»1 un sir de elemente din R. Atunci (S,),»1, Unde s, = a; + a, + -+ + a, = Xi-; a,, se numeste serie de
termen general a,,. Elementele sirului (a,),>1 S€ numesc termenii seriei, iar elementele sirului (s,),>1 S€ humesc sumele
partiale ale seriei date.

Seria se mai poate nota: Yons1Qn SAU Yy, Ay SAU Y Ap SAU A + Ay + -+ a, + -

O serie de numere reale ). ,>1 @, se numeste convergentd daca sirul (s,),>1 este convergent. Limita a a sirului (s,) 1 se
numeste suma seriei si se scrie @ = Y, ;51 Ap.
Daca lim s, = +oo (respectiv —00), vom spune, prin abuz de limbaj, cd suma seriei este egalad cu +oo (respectiv —o0) si vom

n—oo
scrie Y1 A, = 4+ (respectiv —oo).
O serie care nu este convergenta se numeste divergenta.

Observatii.

1° S-a notat prin ). ,,51 a,, atat seria de termen general a,,, cat si suma s a acestei serii care are sens doar in cazul in care s :=
lim s, exista (finita sau infinita).

n—-oo

2° Problema principala in studiul unei serii este determinarea naturii si, in caz de convergenta, evaluarea macar
aproximativa a sumei seriei.

30 Seria );,,»1 4, este divergentd daca si numai daca este satisfacuta una din relatiile:

*  (Sp)n=1 nuare limita;

e S, > —x;

e S, + oo,
40 Tn studiul unei serii, rolul principal este jucat de sirul sumelor partiale, care sunt sume finite. Prin trecerea la limits se
pierd o seama de propietati ale sumelor finite. astfel, la sumele seriilor nu avem comutativitate, asociativitate; seriile nu pot fi, in
general, inmultite.
50 Daca se renunta la un numar finit de termeni ai unei serii (sau daca se adauga un numar finit de termeni) seria nou
obtinut3 va avea aceeasi naturd ca si seria initiald. In caz de convergenta, suma se modifica scizand (sau addugand) suma finita a
termenilor la care se renunta (respectiv, care se adauga).
6 n unele formule se utilizeaz3 si produse infinite: | | RS
Un astfel de produs se numeste convergent, daca sirul:  ([[x=; Zx)n>1 are o limitd finitd; uneori prin logaritmare se trece la serii.

Sa se demonstreze ca:

2.

n=0
este convergenta daca si numai daca |q| < 1.
2° Seria armonicd si anume:
z 1
n
nz1

este divergenta si are suma +oo.
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1° Sumele partiale asociate sunt:
so=1  s;=1+4+q, s,=1+q+q?..,sp=1+q+q¢*+-+q"..

Se demonstreaza prin inductie ca:
1_qn+1

—,q*1 . '
1-q 1 , oricare arfin € N.
n+1l, g=1
. 1 . A 2 S - . - 2ot .
Deoarece lim s, = Y daca si numai dacd g € (—1, 1), rezulta ca seria geometrica de ratie g este convergenta daca si numai
n—oo -

dacd |q| < 1 i, in acest caz:
(o)

Y=y
q" = :
n=0 1 q

. < g 1
2° Presupunem seria convergenta si fie s suma sa. Punem: s,, := 7(‘21; (n>=1). Avem:
1 1 1 11
Sop—Sp=—t+-—++—=>n-—=-Vn=1,
. n+1l = n+2 2n 2n - 2 .
deci sy, = 2 + s, Vn =1, de unde prin trecere la limita, n — oo, obtinem: s> > + s, absurd.
| Fie

oo
=0

o serie data. Daca se adauga sau se elimind un numar finit de termeni, atunci seria obtinuta are aceeasi natura cu seria initiala,
putandu-se modifica in schimb suma sa, daca seria este convergenta. Daca suma seriei este +00 sau —co, aceasta nu se modifica.

Presupunem cd se elimind termenii x,, , Xp,, ..., Xp, , Ny < Ny < -+ < ny. Fie Y7 y,, seria obtinutd prin modificare si fie (T;)n>0
sirul sumelor partiale. Atunci y,, = x,, ., pentru orice n > n;, — k, iar

Th = Spak — (xn, + xn, + -+ xp, ) pentru orice n > ny, — k.
Cum sirurile (Ty)nz0 $i (Snardnzo

[ | Daca seriile numerice

Z a, si Z b,
n=1 n=1

sunt convergente si au respectiv sumele s si t, atunci seriile:
(00}

1° Z (an + by) — seria suma celor doua serii;
n=1
(00}
2° Z (a, — by) — seria diferenta celor doua serii;
n=1
(00} o¢]
3° Z (Aa,) — seria produsul cu o constanta A € R a seriei Z a,
n=1 n=1
sunt convergente si au respectivsumele: s +t, s—t, A-s.
1° Fie
n n
sn=2ak sitn=2bk
k=1 k=1

sumele partiale de rang n ale celor doua serii.

Deoarece s, = s, iart, — trezultd cd o, = (a; + b;) + (a, + by) + -+ + (a, + b,,) converge la s + t.
2° Suma partiala a seriei diferenta este t,, = s,, — t,, si evident,, > s — t.

30 Suma partiala de rang a seriei Y.y -1(1a,) este 1 - s, sid - s, > A -s.

Observatie. Suma a doua serii divergente nu este neaparat divergenta. Ca exemplu, se pot considera seriile:

i(—l)”-l si i(—nn,
n=1 n=1

care sunt oscilante. Suma acestora este seria identic nula si deci convergenta.

| Spunem ca seria
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(o]
n=0
Xn = An — Opiq
pentru orice n = 0, adica exista un sir pentru care termenul general al seriei se poate scrie ca diferenta a doi termeni consecutivi
ai acestui sir.

Sa se demonstreze ca, in acest caz,
(o]

an=a0—l,

n=0
unde [ = lim a,.
n—oco
intr-adevar,
n
Sn= ) %= (ag = @) + (@ = @)+ + (@n = Gny1) = G = Gnya.
k=0
[ | (Criteriul necesar de convergentd) Fie seria Y. ;50 Up.
1° Daca seria este convergentd, atunci lim u, = 0;
n—-oo
2° Daca lim u, nu exista sau exista dar este nenula, atunci seria ). ;> U, este divergenta.
n—-oo
1° Fie Sp=Ug+ U+ +u, =s,_1+u,
deci u, =s, —Ss,_1, pentruoricen > 1.
Conform ipotezei, exista s = lim s, (suma seriei).
n—-oo
Deci: lim u, = lim(s, —s,_1) =s—s=0.
n—-oo n—-oo
2° Rezulta din punctul precedent prin reducere la absurd.
Observatie. Reciproca este falsa, asa cum se vede in cazul seriei: Ynso(WVn+1—+/n).
A . . 1 . . . y
In acest caz lim u, = lim —=——= = 0, iar seria este divergenta deoarece: S, =vn+1 - oo,
! n—oo i n—oo Vn+1+vn ! g e +
| (Criteriul general al lui CAUCHY pentru serii). O serie numerica ). ,>( U, este convergenta daca si numai daca:

V & > 0 3 N(¢) natural astfel incat Vn=N(e)siVp =1, |un+1 + Upyp + oo+ un+p| <e.

Fie s, = ug + uq + -+ + u, deci Sn4p — Sn = Upg1 FUpgp T+ Upyp (20, p=1).
Concluzia rezulta din urmatorul sir de echivalente logice:
seria ).n=0 Uy, este convergenta < sirul (s;,) este convergent & sirul (s;,) este fundamental
©Ve>03IN(), p=1, |sn+p —sp| <e.

| Seria armonicd ano% =1+ % I % A oo0 9F % + --- este divergentd. < — UtUuFS5D

. . . 1 ... . . 1
Presupunem cd seria este convergenta si alegem € = 39 luamn = N sip = N.Rezultad: uy,q + Uyyp + -+ Uy < e

.1 1 1 1 1 1 1 1
Deci: §>N—+1+N—+2+ +ﬁ>ﬁ+ﬁ...+ﬁ—? absurd.
N termeni
| (Criteriul lui ABEL) Fie Y,,50 Uy, 0 serie numerica avand sirul sumelor partiale marginit. Atunci pentru orice sir (a;),s0 de

numere reale pozitive, monoton descrescator cu limita zero (se mai scrie a,, 4 0), seria Y. ,,>¢ @, U, este convergenta.

Fie s, = ug + uy + - + u,; conform ipotezei, 3 M > 0, |s,,| < M, pentru orice n = 0. Avem:
|an+1un+1 t Ani2Uniz Tt Apip-1Unip-1 t an+pun+p| =
= |an+1 (Sn+1 = Sn) + Any2(Spiz — Spa1) +0+ an+p—1(5n+p—1 - Sn+p—2) t anyp (Sn+p — Sn+p-1| =
=|—any1Sn + (an+1 - an+2)5n+1 + -t (an+p—1 - an+p)sn+p—1 + an+psn+p| =<
=M (l_an+1| + a1 — pya| + -+ |an+p—1 - an+p| + |an+p|)'
Dar Yk, ap — a1 = 0, deoarece sirul (a;) este monoton descrescator. Va rezulta ca:
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|Xn+1Unsr + -+ an+pun+p| = M(an+1 T anyr —Apyp t o0t Anip—1 ~ An+p + an+p) = 2Map 4.
Fie acum un & > 0 fixat. Deoarece ;.1 — 0, exista un rang N (¢) astfel incat Vn > N(¢),

& a a &
Ui < ﬁdeu Vp =1, deci |an+1un+1 I 0005 an+pun+p| < ZMﬁ =e.
Conform criteriului general al lui CAUCHY, seria Y.,,>¢ @, U, este convergenta.

| (Criteriul lui LEIBNIZ). Fie a,, 1 0 un sir monoton descrescator de numere reale pozitive cu limita zero. Atunci seria
alternanta: Ynso(—Da, = @y — ay + a, — a3 + - este convergenta.

In criteriul lui ABEL ludm u,, = (—1)"; sirul sumelor partiale 1,0, 1,0, ... este marginit.

| Sa se arate ca urmatoarele serii sunt convergente:
1.1 1 . . .

1° 1- 3 + 373 + -+ (seria armonicd alternantd);
1.1 1

20 1 I P oo
3Ts 7t

Se aplica criteriul lui LEIBNIZ.

[ | (Criteriul raportului a lui D’ALEMBERT). Fie ).,,> @, O serie de numere reale strict pozitive si notam:
I* = Tim %2 | = lim  aniq
noo 4p, = No®o a,
Atunci:
1° Daca l* < 1, seria Y.,;50 4, €ste convergents;
2° Daca l, > 1, seria Y., @5, este divergentg;
3° Daca I, < 1saul* = 1, natura seriei este nedeterminata.

1° Fiel* <1si0<e<1—1[*fixat, decip:=1"+¢e < 1.

20

30

| O serie numerica ).,,>0 U, S€ humeste absolut convergentd daca seria de numere reale si pozitive ), ,,5¢ |U,| este
convergenta.

Orice serie absolut convergenta este convergenta.

Se tine cont de inegalitatea: |un+1 P 000 3¢ un+p| < |un+1| + -+ |un+p| si se aplica de doua ori criteriul lui CAUCHY.

Observatie. Reciproca este falsa, un exemplu constituindu-| seria armonica alternanta, care este convergenta dar nu este absolut
convergenta.

| Fie Y =0 an Si 2inso by, doua serii de numere reale. Se numeste serie produs (produs convolutiv) al celor doua serii, seria
urmatoare Y50 Cp, unde ¢, = Yy a;b,_; (n=0).

Fie (@, )n=0 Un sir de numere reale convergent la 0 si }.,,50 by, 0 serie absolut convergentd de numere reale. Atunci
n

lim aibn_i = 0.
n—oo
i=0

Fie € > 0 fixat i M == Y. ;,5¢ |by| - Deocarece a, —» 0,3 N > 1a.i. |a,| < zi Vn = N. Deoarece b, - 0 3N’ > N a.i.

N -1 M
|bn|S<2 ZIaiI) e, VYn=N
n=0

Atunci Vn = 2N',avemn—k = N', Vk = 0,N, deci

N N
|(agby + -+ ayby_y) + (Ays1bp_y—1 + -+ apby)| < <Z|ai|> (22|ai|> €+

i=1
n—-N-1

& &
o bl <5+

M =
2M

2M
=0
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Prinurmare, X a;b,_; = 0 (n > ).

| (Teorema lui MERTENS). Fie Y. ,5¢ @y, Si Yns0 by, doua serii de numere reale, una convergentd, cealalta absolut
convergenta.
Atunci seria produs a celor doua serii este o serie convergenta si are suma egala cu produsul sumelor seriilor date:

> (> atns)=(Tan)- ()

n=0 \i=0 n=0 n=0

Presupunem ca prima serie este absolut convergenta si a doua convergenta. Sa notam:

a:=2an, b:=an, An:=Zai, Zb

n=0 n=0 i=0
n n
1, *=b — By, C; = Z aib,_; , C, = Z Cj.
i=0 i=0
Atunci:
CTl - aobo +

+agb; + a1by +

aobn + albn_l + i + anbo.
insumand pe coloane obtinem:

C,=ayB, +a;B,,_1 + -+ a,B
deci:
Cp = ao(b 1) +a;(b—ry,_)+ - +a,(b—by) =
=(ag+ay+-+a)b—(agr, + airy_q + -+ apry) = Apb — (aghy, + a11y—q1 + -+ + ayry)
si deci:

ab—-C,=(a—A)b+ Znanl (D

Deoarece A, = a, avem (a — A,)b — 0. Se aplica exercitiul precedent sirului (7;,),50 care converge la 0 si seriei Y. ,50 An §i S€
deduce cd Yi-o7iap_; = 0 (n > ).
Din (1) rezultdacaab — C,, > 0 (n — ), prin urmare seria ).,,>¢ C,, €ste convergenta si are suma ab.

| (Teorema lui CAUCHY). Fie Y50 Qn $i 2ns0 bn, doua serii absolut convergente de numere reale. Atunci seria produs ale

celor doua serii este absolut convergenta.

Se aplicd teorema lui MERTENS seriilor Y.,,50 |, | $i Xnso |Pn] si rezulta ca seria:

> (Z |aibn_i|)

nz0 i=0
este convergenta. Deoarece
n n
Z aibn_i < Zlaibn_il ’ vn=0
i=0 i=0

rezulta, conform criteriului comparatiei, ca seria

> (Z |al-bn_l-|)

n=0 i=0
este convergenta, ceea ce inseamna ca seria

Z <i aibn_l)

n=0 i=0
este absolut convergenta.
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Anexe
Serii. Exercitii
u Demonstrati ca seriile de mai jos sunt convergente si determinati sumele acestora:
1° L+i+...+ ! + e
1-2 2-3 n(n+1)
° 4+ "
2 13 + L n(n+2) o
0 1 1 LR 1 ces
3 1(m+1) = 2(m+2) n(m+n) +:,  undem € N.
1° Avem:

+< 1 1>+(1 1 )_1 1
n—-1 n n n+1) n+1’
Deci: lim S, = 1.

2° Avem:

2
25—(1 1)+(1 1)+
no 3 2 4

+( 1 1>+< 1 1 >+<1 1 )_1+1 ( 1 4 1 )
n—-2 n n—-1 n+1 n n+2/ 2 \n+1 n+2/°

G-3)+

Rezults: lim S, =2,
n—oo 4
30 Avem:
Sp=14edos +1(1+1++1>
m. = — — cee —_— cee .
n 2 3 m \n+1 n+2 n+m
Deci:
lim S, = = (1+1+1+ + 1)
im S, = — —+=++—).
n-oo ' m 2 3 m
| Sa se demonstreze urmatoarele:
1° Seria anlzin este convergentd si are suma 1.
2° Seria Znﬂ% este convergenta si are suma < 2.
_4yn+1
30 Seria Y551 (1T este convergenta.

. 1 . . 1
40 Seria Zn?lﬁ este divergenta si Znﬂﬁ = +oo.

5¢ Seria Znﬂﬁ este divergentd si anlﬁ = +oo0.
6° Seria Y,;51(—1)"*1 este divergenta.

1° Avem:

Cum—= - 0 (n - ), rezulta s,, = 1, deci an1

1 1 1 1
< —=——-—=-Vn=1
n2<n(n+1) n-1 n n !

deci: s, = )}o 1k2<1+2k 2k1 sz 2——<2Vn>1
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i (_1)k+1
30 Fie Sp = Xp=q

(n = 1) sie > 0 fixat. Atunci V n,p = 1 avem:
1 —1)pt 1 1
(-1) ) <

k
+——+ 4+ + ,
n+1 n+ n+p n+1l n+p

|Sn+p - Snl = I(_l)n+2| : <
deci: |sn+p —Snl <ﬁ< e Vn=n,=1 +E(§)/\p > 1.
Asadar (s,,)ns1 este sir CAUCHY, deci convergent.
40
50
60

1
a+nb’

[ | Demonstrati divergenta seriei cu termenul general:

Daca se amplifica fiecare termen cu b, punand a = ab, se obtine seria:

1 1 1
) =
a+1l " a+2 a+n
ai carei termeni sunt mai mari decat ai seriei:
1 1 1
11 —_— ., —
( ) h+1’h+2’ """ " h4n’

unde h este un numar intreg mai mare decat a.

Dar (II) este de fapt seria armonica din care lipeste un numar finit de termeni.
Asadar, seria initiala este divergenta.

Concluzia ramane valabila chiar si pentru a < 0.

| Demonstrati relatiile:
10 n_oxP = nx"2—(n+)x" 1 4x
p=1 (1—.X')2 )
20 1 1

Xn=0 Grm s D D ntd) — i Dee) |

30 (1+x)_“=1—ux+---+(—1)p-%m;p_1) xP+-, undep €N, x<1.

1° Vom verifica valabilitatea relatiei pentrun = 1 si n = 2 si apoi, presupunand ca aeasta este valabila pentru un n, este
valabila si pentrun + 1.
Daca vom face ca n sa creasca in mod indefinit, se vede ca primul membru creste indefinit pentru x < 1.
S& studiem limita expresiei: ~ nx"*? —nx"*! = nx"(x? — x) sau de fapt a lui nx™.
Notand x = ﬁ, cu z > 0, se vede ca aceasta limita este cea a lui:
n

1+nz+@zz+---

adica zero. Asadar, limita ceruta este —x
(1-x)2
o ine —_ —1
2 e fl) = 3x(x+1)(x+2)’
Rezulta:

1
fO =6+ D = e
1

fx+1)—f(x+2)=

G+ D(x+2) (2 +3) (x4 4) ’

f(x + n) - f(x T 1) - (x+n) (x+n+1)(x+n+2)(x+n+3)

Se aduna aceste egalitati membru cu membru si se face n — co.

30 Se verifica relatia pentru u = 1 si u = 2. Se presupune acum ca este valabila pentru o valoare u. Se noteaza:
. b+ tp-1
P 1-2-...-p '
Avem: (1+x)7#* =1—a;x+ ax® + -+ (=1)Payx? + ---.
Pentrupu = 1, A+x) P =1—x+x%+-+ (—1PxP + .

Produsul primilor membri ai acestor egalitati este (1 4+ x)~®*1, jar ai membrilor din dreapta au termenul general:
(1P -1+a; +ay + -+ a,xP.
Pe de alta parte:
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2 u(u+1)+u(u+1)(u+2) +u(u+1)(u+2)---(u+p+1) (u+1)+2). (u+p+1)

11
WA+7+775 1.2.3 123 p TR
Drept consecinta:
+1)(u+2 +1)(p+2 +
(1+x)_(”+1)=1—(ﬂ+1)x+%xz_..._F(_l)p(# 1>021 3) RN

Asadar, relatia ramane valabila si daca inlocuim pe p cu u + 1.

| Sa se arate cé dacd p,q € N*, p < g, au loc relatiile:
() =
1 nlLrorclu Zk Pnk lnp
() =
2 nll)rorgnzk pn lnp
3° nlgng Ly =a-D;
1 q
4° nlgg Zk g D (ln;) ;
1 q
3° llmzk =P R T ln;.

Fie (a;)n=1 Un sir de numere reale, s, = a; + a, + -+ a,, n = 1si (b,),=1 UnN sir cu proprietatea ca sirul (s, —

convergent. Dacd (Pn)ns=1, (@n)ns=1 sunt doua siruri de numere naturale, p,, < g, pentrun > 1, atunci:

Adn
lim ax =5Sq, = Sp, + Ap, = (Sq, — ba,) = (Sp, — bp,) + (bg, — bp,,) + ap,
k=pn
De aici obtinem:
An
nll}}}o Ak =Agr(}10[(bqn = by,) + ap,]
k=pn

in ipoteza ca limita din dreapta exista.
1° Pn =DN, qn =qn, b, =Inn,

lim (Ingn — Inpn) = lng .
n—-oo p

1
20 pn:pn' qn:qn‘ ak:;' bn:—lnn.
Pentru 3%, 4° se procedeaza in mod similar.

b, )n>1 €ste

[ | Sa se calculeze cu trei zecimale exacte suma seriei:

Deoarece
U1 n 1 < 1
Uy, (n+1)2 n+1- " m+1
pentrun = m, putem lua:

1
a(m) = m+1
si vom pune conditia ca
a(m) 1 -
1—a(m) Ym = m ’
de unde rezultd m = 5. Vom aproxima deci suma seriei cu
—1+1+1+1+1 ~ 1,3176.
212 313 414 515
Pentru calculul erorii, vom presupune ca exista m € N* si 0 < a(m) < 1 astfel incat:
YMu, <a(m) <1, vn=>m.

Atunci avem:

Aceasta deoarece:
a(m)

_rm — um+1 + um+2 + ... < [a(m) + az(m) + "']um = 1-— a(m) um
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[ | Dandu-se seria convergenta:

1 X x(x + hy) x(x 4+ hy)(x+ hy) ...(x + hy)
’ a+h’ (a+h)(a+hy) " (a+h)(a+hy)..(a+h,y)’
Se cer:
1° Suma acestei serii, stiind ca aceasta este independenta de valorile pozitive si crescatoare hq, h,, ..., hy, ...;
2° Modul de constructie al acestei serii.

S-a presupus x < a.

Conform ipotezei, suma seriei ramane constanta cand hq, hy, ..., h,, ... sunt inlocuite cu zero.
o o o a v _u
Deci aceasta suma este - Rezulta ca avem:
a—x x a—x xx+h; a—x xx+h;x+h, a—x

= += + = + =
a aa+h, aa+hia+h, aa+h;a+h,a+h,
Dar:
a—x_1 x+h a—x x+ h,
at+h, a+hy’ a+h, a+h,
Dacd vom nota:
x+h
p=ap
a+h,
rezulta:
a—x x
1= " +a[1—a1+ a(1—ay) +aya, (1 —az) + -]

Asadar seria este transformarea identitatii:
l1=1-a;+ (1 —ay) + g, (1 —az) + -,
unde ay, @5, a3, ... reprezinta fractii oarecare.
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Anexe

Limita unei functii

I si vom scrie lim f(x) = [ daca:
X—Xg

pentru orice € > 0 existd un numar § = 6(e) > O astfelca |[f(x) =] <&, Vx € A x # xp si [x —x0]| < 6.

(Teorema lui HEINE). Functia f: A — R are limita in a € A daca si numai daca pentru orice sir (x;,), X, € 4, X, # Xo §i lim x,, =
n—-oo

a, sirul (f(xn)) este convergent.

Presupunem ca lim f(x) = [ si sa consideram un sir (x,,) de numere reale cu proprietdtile: Xn €A, x, # asi lim x,, = a.
X—Xq

n—->0o
Pentru e > 0 existd § = §(e) > O astfelincat 0 < |[x —a| <& = |f(x) — | < €. Pentru§ > 0 existd N = N(§) astfel incat
|x, —al <8, Yn > N.De aici rezultd |f(x) — [| < € pentrun > N, deci sirul (f(xn)) converge la L.
Presupunem acum ca pentru orice sir de numere reale (x,) cu urmatoarele proprietati: x,, € A, x,, # asi lim x,, = a, sirul
n—-oo

(f(xy)) converge. Vom aréta la inceput ¢ lim f(x,) nu depinde de (x,,). Presupunem c3 existd dous siruri reale (x;,) si (xy,) cu
n—-oo

urmatoarele proprietati:

Xn, Xy €A, xp #a,xy #a, lim x,"= lim x{ = asi lim f(x,) = U'#1" = lim f(x;).
n—oo n—oo n—oo n—oo
!
A o - x pentru n = 2k
Cu sirurile (x,,"), (") construim sirul (x,,) definit astfel: x ={ ke
sirurile ("), (") sirul (x,) 2= lag.. pontru n = 2k 4 1

si remarcam ca acest sir are proprietatile: X, €A, x, #asilim x,, = a.

n—oo

Prin urmare sirul (f (x,,)) converge cétre un numar L. Deoarece 7}1_)1210 f,H)=1, nll)nc}O fQx)) =1",trebuiesd avem = ' si
" = lsiastfelavem I’ = 1", ceea ce este absurd.Fie [ valoarea comun3 tuturor sirurilor (f(xn)). Vom arata c3 )lcl_r)r‘ll fl) =L
Presupunem contrariul si anume ca exista un € > 0 astfel incat pentru orice n € N existd x,, € A, x,, # a astfel incat |x,, — a| <
%§i |f(x,) — 1] = &y. Rezultd de aici ca sirul (f(xn)) nu converge la l desi x, € A, x, # asi lim x,, = a, ceea ce este absurd.

n—oo

Observatii.

1° n general, valoarea lui § depinde de ¢, adicd 6 = &(¢).

2° Cantitatea € ne spune cat de aproape vrem sa fie f(x) de limita [, iar cantitatea & precizeaza cat de aproape de x,
trebuie sa il alegem pe x ca sa obtinem acest lucru.

30 Atunci cand determinam limita unei functii intr-un punct xg, nu tinem cont de ce se intampla in punctul x,. Mai mult,
functia poate sa nu fie definita Tn x,. Deci doua functii egale pe o vecinatate a lui x,, cu o posibila excepte in x,, unde acestea pot
fi diferite sau chiar nedefinite, au aceeasi limita pentru x = X, sau nu au limita.

Numadrul limita [ furnizeaza informatii despre comportarea functiei intr-o vecindtate a punctului x;.

49 Interpretare geometricd.




Fie € > 0 un numar arbitrar, oricat de mic si fixdm punctele A — &, A + € pe axa Oy. Fie P, Q punctele de intersectie ale
graficului f(x) cudrepteley = A —esiy = A + € sifie xg — hy 5i xg + h, (hy > 0, h, > 0) abscisele punctelor P, Q.
Pentru orice x # x, din intervalul (x, — hy, xo + h;) valoarea functiei f(x) se aflaintre A — &, A + ¢, adica:

A—e<f(x)< A+c¢.
Fie & = min{hy, h,}. Atunci intervalul (xo — &, xg + 8) este continut in (xg — hq, Xg + hy).
Tn concluzie, inegalitatea A — £ < f(x) < A + €, echivalentd cu |f(x)A| < ¢, este garantatd V x, x # x, din intervalul (xq — &,
Xo + &) adica Vx care verificd conditia 0 < |x — x| < 6.
Cu alte cuvinte, functia y = f(x) are limita A in punctul x, daca pentru orice banda, oricat de ingusta, dintre drepteley = A — ¢
siy = A+ ¢, exista § > 0 astfel incat graficul lui y = f(x) se afla in banda pentru orice x # x, din §- vecinatatea lui x.

orice € > 0 exista § = 6(&) > 0 astfel incat:
0<|x'—al<dsi0<|x" —al <d§implica [f(x") — f(x")]| < e.

| Fie A € R o multime, x, € A'[R] un punctsi f: A > R o functie. Atunci lim f(x) existi siesteegalicul ER © VU €
X—Xg

V), 3V EV(xy) al. f(ANV \ {x,}) € U.

1° (®) Presupunem contrariul, deci 3 U € V() cu proprietatea:

VvV €V(xop), fANV\{xDZEU (1)
Construim un sir (V;,),»1 de vecinatati ale lui x, astfel:

. 1 1 .
) V, = (xo — = Xo +;), daca xg € R;
(i1) V, = (n,o], dacd x5 = +oo;
(iit)  V, =[—00,—n), dacd xy = —.

Din (1) rezulta ca:
vn=>1, I3x, ANV \{xo}ai f(x,) €V (2)
Evident V n = 1 avem in cele trei cazuri:
@ x=xl <y
(ii) x,>n;
(iii) x,<-—-n.
Asadar x,, = x, deci conform ipotezei f (x,) — [ si deci pentru V de mai sus:
Any, >1cuf(x) €V Vn=ny, ceeace contrazice (2).

2° (&) Presupunem ca f satisface conditia din enunt si fie (x,,),>1 un sir cu elemente din A \ {xo}, x, = xo.
Fixdm U € V(f (x0)); conform ipotezei, 3V € V(x,) cu f(ANV \ {xo}) S U.

Deoarece x,, & Xo, dny = 1laix, €V, Vn=>ny, decix, EANV\{xy}, Vn=nysidecif(x,) €U, Vn =ny,prin
urmare f(x,) - L

| Dacd functia f: I — R are limitd in punctul x, € I', atunci aceasta limita este unica.

Presupunem ca functia f(x) in punctul x, are doud limite diferite L # L'. Fie sirul (x,)nen*, Xn € I \ {Xo} six, = x5, n > .

Atunci sirul valorilor corespunzatoare ale functiei (f(xn))neN* ar trebui sa aiba doud limite diferite L si L', dar aceasta este

imposibil, deoarece daca un sir numeric are limita, atunci aceasta este unica.

Observatie. Dacd putem contrui doud siruri de puncte (x;)nen* $i (X7 )nen» Xn € I\ {xo}, x'n, € I\ {x,} convergente la x,
astfel incat sirurile corespunzatoare de valori ale functiei (f(x’n))neN* Si (f(x”n))neN* au limite diferite sau in general nu au
limita, atunci functia f(x) nu are limita Tn punctul x.
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Anexe
Limita unei functii. Exercitii
[ | Se di functia f: R > R, f(x) = x2. S se demonstreze c§ }cl—rH f(x)=1.

Se considerd un € > 0. Se pune problema determinarii unui § (&) astfel incat:

vx, x#1, lx—1]<8=[x?-1| <e.
Avem: |x? —1| = |x — 1] |x + 1| deci pe mi3sura ce x se apropie de 1, factorul |x — 1| devine mic si dac factorul |x + 1| ar fi
o constanta, atunci am putea determina pe & prin impartirea lui € cu o constanta.
Printr-un truc putem fnlocui factorul |x 4+ 1| cu o constanta. Anume, totdeauna alegem pe ¢ astfel incat § < 1, in care caz vom
avea:

Ix —1] <d<1ladica|lx—1| <1,
iar 0 < x < 2. Atunci:

|x? —1| = |x—1] - |x + 1| < 3|x —1].
Daca vrem sa fim siguri cd |[x? — 1| < &, atunci acest calcul arata c3 ar trebui ca 3|x — 1| < ¢, adica:

1
[x —1| < 3 £

Astfel ar trebui sa alegem § < § €. Dar trebuie si § < 1. Dacd am considerat un € pentru care% € > 1, atunci alegem § = 11n loc

ded = % €. Tn concluzie, vom alege:
5 '(11)
=min(1,=¢|.
3

Am arétat astfel cd dacd alegem & in acest mod, atunci |x — 1| < § garanteaza |x? — 1| < &, pentru orice alegere a lui €.

| Sa se calculeze urmatoarele limite:

o X 0 . x%-4 G . _(x%, x#0
1 chl_r)l(l) =~ 2 chl_rg ey’ 3 }CI_I}% f(x),unde f(x) = {1, =0
1° f(x)=§=1, V x # 0 si nu este definita in x = 0.

Din definitia functiei in punctul x = 0, punctul x = 0 este exclus.

limZ = lim1 = 1.

x;OX x—0
2° f(x)=9;%24=x+2,qut2§inuestedefinité?nx=2.
Din definitia functiei in punctul x = 2, punctul x = 2 este exclus.

2
x —

lim = lim(x + 2) = 4.

X2 X — xX—2
30 Functia g(x) = x2, x € R este egald cu f(x) peste tot, mai putininx = 0 si lirr(l) x? = 0 deci:

xX—

lim f(x) =limg(x) =0.
x—0 x—0

< . . .1 T
| Sa se arate ca functia f(x) = sin—nu are limita in punctul x, = 0.

Fie xn=nin, X, =0, f(x;) =sinnt =0 si
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1 n I : T’:
— X, =0, f(xn)=sm(2mr+—)=1.

Xy =——
2nm + 7 2
Se observa ca lim f(x;,) =0# 1= lim f(x',
n—oo n—oo
[ | Sa se calculeze urmatoarele limite:
1.1
4_ . /x5 _
x*—81 . 3—vx+5 x—27
1° im————;; 2° x 2z, 3° lim ; 40 lim £
x—3 2x2-5x-3 x—>—2x3+8 x—4 Xx—4 x—>27x3 3
1
x3 1 sin(5x . cos(2x) —1 x*45x— 3,
50 lim 6° lim ( ); 7° lim (—); 8¢ lim =~
x=>1 x4 17 x>0 3x x—0 cosx —1 P V2 id

https://www.math.ucdavis.edu/~kouba/CalcOneDIRECTORY/limcondirectory/LimitConstant.html

1° Se observa ca atat numitorul cat si numaratorul se anuleaza in x = 3, deci avem cazul ”%”. Avem:
" x*-81  (x=3)x+3)E*+9) " (x+3)x*+9) (B3+3)(3*+9) 108
*032x2 —5x—3 x93 (x—3)(2x+1) x5 (2x+1)  2:3+1 7 °
S-a simplificat cu x — 3, factorul care genera forma nedeterminata.
2° Din nou avem cazul “>"’;
1 1
. x 72 - x+2 1 . x+2 _ 1 1
X3+ 8 xo2 2x xP+8 xo22x(x+2)(x2—2x+4) xoa2x(x?—2x+4) 48
S-a simplificat cu x + 2, factorul care genera forma nedeterminaté
30 in mod similar trebuie evitatd nedeterminarea de tip oo,
. 3—+x+5 . 3—+Vx+5 3+Vx+5 _ 9—-(x+5) _ -1 1
lim ———— = lim . = lim = lim———=—-—

x4 x—4 x>4  x—4  34x+5 4(x-4)(3+Vx+5) 43+Vx+5 6

Pentru a se elimina nedeterminarea, s-a amplificat cu conjugata expresiei 3 —vx + 5 sianume cu 3 + vVx + 5.

40 Din nou nedeterminare de tip “ O,
1 12 1
X —27 (x3—3) (x3> +3x3+9 2 L
lim = lim = lim (273) +3-2734+9=27.
x—27 X5 —3 x—27 x% _3 X—27
50 Din nou avem cazul "%":
1 1 1\ 1 1 1 1 1
%3 —1 X3 —1 <x3) + x3+1 (x—l)(x4+1)(x2+1) (x4+1)(x2+1)
lim = lim . = lim = lim =

— 1 - 1 = 1 - z l
hya-1 Tlxa-a (x%) + x3+1 ¥ (x3+x3+1)(x—1) 1 (x3+x3+1>

1
(mer)( 1)
= T = §
(13 + 13 + 1)
6° Din nou avem cazul "%”, dar se aplica limita: lm(1) Slzh =1.
_ sin(5x) ~ [sin(5x) 5x ~ sin(5x) . 5x 5
lim = lim -—| = lim -lim — =—.
x>0 3x x—0 5x 3x x—0 X x-0 3x 3
7° Se va tine cont ca: cos(2x) = 2cos?x — 1.
o cos(2x) =1 2cos?x—1-1  2cos?x—2  2(cosx —1)(cosx + 1)
lim————— = lim = lim ——— = lim =
x>0 cosx — 1 x-0 cosx —1 x-0 cosx —1 x—0 cosx —1
. 2(cosx+1) 2(1+1)
= lim = =
x—=0 1 1
8¢ Se observa ca numaratorul tinde catre —3, iar numitorul la stanga catre zero.
o x*+5x—-3 -3
lim——=—= 400,

X0 —x2+4 07
90
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Anexe
Continuitate
| Se spune ca functia f: A € R — R este continud in punctul x, € A daca pentru orice sir (x,,),>1 de termenidin 4,
pentru care lim x,, = x,, avem: lim f(x,) = f(xp)-
n—oco n—oo

Vom spune ca o functie este continua pe o multime (inclusa in domeniul de definitie) daca este continua in fiecare punct al
acesteia.

Fie o functie f: A € R = R si un punct x, € A. Atunci urmatoarele propozitii sunt echivalente:
10 f este continud in x;

7 VYU €EV(f(xg)), 3V E€V(xy) al fF(ANV) € U;

30 Ve>0,3I3n>0al|f(x) —fxg)l <& Vx €A, |x—x| <1.

(i) xg punct izolat. Atunci conditiile 1° — 3° sunt intotdeauna indeplinite independent una de alta.

B> FieA € Romuliime, x, € Aun punctsif,g: A = R doua functii continue n x.

Atunci functiile f + g, Af, fg,f/g (dacag(x) # 0, Vx € A), |f|,max{f, g}, min{f, g} si f9 (daca f9 are sens), sunt
continue n x,.

Fie (X, )n=1 un sir cu elemente din A, x, — x,. Atunci conform 2.3.15,

| (Compunerea a doud functii continue). Fie A, B € R doua multimi si f: A - B, g: B — R doua functii continue.

Daca f este continua in x, € A si g este continud in Y = f(xp), atunci g o f este continud in x,.

Fie (x,)n=1 un sir cu elemente din A, care are limita x,. Atunci f fiind continua in x,, avem li_r)rolo f(xn) = f(xp), deci g fiind
continua in y,, avem: "

lim (g o f)(xn) = lim g(f (1)) = o) = (g ° ) (o).
Prin urmare, g o f este continud in x,.

| 1° Fie A € Romultimesi f: A - R}, g: A - R doua functii continue in x, € A .
Atunci functia f9 este continuad in x,.
2° V a € R, functia f(x) = x%, x € R} este continua;
n
32 lim (1+%) =e*, vxeR.
n

n—oo
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1° Fieh = f9ie. h(x) = f(x)9®, V x € A. Evident avem h = 9"/, Deoarece f este continud in x, si In este continua
n x,, conform proprietatii de compunere a functiilor continue, In f este continua in x, deci (ex. *****) g In f este continua in
Xo. Cum et este continu3 (pe R), deducem ci h este continud in x,.

2° Rezulta din punctul anterior.
3° Daca x = 0, afirmatia este evidenta. Fie x # 0 fixati; atunci:
x1X
. x\™ . X\n
llm(1+—) = lim (1+—) =e*.
[ | V x € R are loc relatia:
n
X
e* = —.
n!
n=0
xn

Seria Z"Z‘)n_ este absolut convergenta (conform criteriului raportului D’ ALEMBERT), deci este convergentd; fie f(x) suma sa.

Atunci conform teoremei lui MERTENS, V x,y € R, avem:

o kyn—k 1
HOUOEDY (Z k"(ny—_k)> =) S G =),
nz0

n20 \k=0

> X <||§'x'n||
X — | < |X]| — = |X| €,
(n+1)! n!

n=1

nz1

Daca x € R, |x| < 1, rezulta:

If () = F(O =

de unde rezulta ca f este continua in 0. Atunci din relatia:
fO)—flxo) = fxo) f(x—x)—1), Vxx€R
rezulta ca f este continua in x, deci pe R.
Se aplica_exercitiul anterior, punctul 2°, de unde conchidem ca f(x) = c¢*, V x € R, cu ¢ > 0 fixat. Deoarece c = f(1) = e,
obtinem f(x) = e*, Vx € R.
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Anexe

Derivata

| O functie f: A € R — R este derivabild (diferentiabild) in punctul x, € A daca exista limita lim Li(xo) si este finita.

X-Xxg X~ Xo

o . d : ; oo
Valoarea limitei se noteaza cu f'(x,) sau cu d—i (x0) si se numeste derivata lui f in x.

Daca functia: A € R — R este derivabila (diferentiabild in orice punct a € A atunci functia f": A € R - R definitd prin

f'(a) = lim W se numeste derivata functiei f.
x-=a -

Functia f(x) = x2, x € R este derivabild (diferentiabil) in orice punct ¢ € R.

JCIRIO) (
X

> pentru x # c) in cazul de fata este:

f)—fl@) x*-c* (x—ox+co)
x—c  x—c xX—c B
Deci f este derivabild in punctul c si f'(c) = 2c.

Pentru c fixat,

X+ ¢y 5 2cC.

[ | Functia f(x) = |x|, x € R este derivabila in orice punct ¢ # 0.

Este usor de verificat ca f este diferentiabild in orice ¢ # 0si f'(c) = 1 pentruc > 05si f'(c) = —1 pentruc < 0.
f)-f0) _ x| _ { 1 pentru x > 0

Pentru ¢ = 0 avem: o x —1 pentru x < 0

[OSO =m0y o LSO oy g

x—0 x—ot x—0 X720~
Deoarece aceste limite laterle nu coincid, f nu este derivabila in ¢ = 0.

De aici:

Observatie. In general, punctele in care f nu este derivabil3 pot fi identificate adesea examinand limitele laterale ale raportului
fFG)—F(xo)

X—Xo

Limita la stdnga lim F)=f(x0)
XX, XX

daca ¢ - x,.
se numeste derivata la stdnga a functiei f in x; si se noteaza f(x,).

Analog, limita la dreapta lim Fx)f(xo) se numeste derivata la dreapta a functiei f in x, si se noteaza f (x,).

x-Xxg X—Xo
Evident, f'(x,) exista dacd si numai daca £ (xg) = f{(xo)-

| Daca functia f este derivabila (diferentiabild) in punctul a, atunci f este continua in a.

Definim functia:

F,(x) = %, daca x # a

f'(a), daca x =a

Deoarece f este derivabilain a, F,(x) x5, F,(a) si deci F, este functie continua in a. Deoarece
f)=fl@+FKkx) (x—a), VxeEA
rezulta ca functia f este continua in a.
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Observatie. Exista functii continue care nu sunt diferentiabile. De exemplu functia f: R — R definitad prin f(x) = x sin%, dacax #
0si f(0) = 0. Atunci f este derivabila pe R* si nederivabila in 0.

[ i ™' =nx™1, Vx€ER, Vn€eN;

2° (sinx)’ = cosx, (cosx)' = —sinx, Vx € R;
30 (a®*) =a*lna, Vxe€R (a €RL);

40 (e¥) =e*, Vx ER;

50 (lnx)’z%, Vx€R;

6° (x*) =ax™!,vx € R} (a €R);

1° Fie f(x) = x™, x € R cu n fixat. Atunci avem:

flx+h)=((x+h)"=x"+Clx™"Th+ C2x""2h% + --- + CIA",
deci: ’Li_r%w = lim Cix™ 1+ C2x"2h + -+ CRR™ 1 = clx™1,
2° f(x) =sinx, x € R. Atunci avem:

f(x+h)—f(x) =sin(x + h) —sinx = 25in%cos(x+g).

Deoarece %irr&L?t = 1 si cos este continua, rezulta:
. h

lim Fleth) ) _ lim . cos (x + E) = COSX

h—0 h h~o - 2 :
30 Fie f(x) = a*, x € R. Atunci avem:

_ h_

L1 gx 1 gy e e

Punem a" — 1 =t Functia exp a fiind omeomorfa, rezultat - 0 © h — 0.
In(1+¢t)

Deoarece h = — - avem:

ah—l_ tlna Ina

R In(1+t)  In(1+t)V/Et ’
D € a0y L€ N e PR | V. S
deci ’lll_r)r(l) o =a }111_133 —=a %1_r)13 maeoE = @ Ina.
40 Se aplica punctul precedent pentru a = 1.
Se poate da si o demonstratie directa: Fie f(x) = e*, x € R. Avem:
fix+h)—f(x) e*th—e* L e -1
= = @ - , v x,h € R, h+0 1
h h h @

50
60
| Spunem ca o functie f:1 € R = R (I-interval deschis) este de doua ori derivabild in punctul a € I daca f este derivabila

pe o vecinatate a lui a si derivata f' este derivabild in a.
Notam f''(a) = (f")'(a) si o numim derivata a doua (derivata de ordinul II) a lui f in a.
Recurent, derivata de ordinul n a lui f in punctul a este:

f®™(a) = (f(”‘l))’(a) pentrun €N, n > 2.

(Formula lui TAYLOR) Fie f: Iinterval deschis © R = R o functie derivabild de (n + 1) pe I si fie un punct a € I. Atunci pentru
orice x € I exista un c intre x si a astfel incat:

1 1 1
)= f@ + T f @& = @) + 5 f (@0 — @) + -+ — f D@ - @) + FED Q- .

(n+ 1)!

restul LAGRANGE de ordinn

n particular, pentru a = 0, gésim formula lui MACLAURIN:

1 1
f(x) = f(0) + o F0)x2 + -+ — FM0)x™ + FOD(gx)x™*1 | unde 6 € (0, 1).

(n+ 1)!

Observatie. Aceste formule sunt utilizate pentru aproximarea functiilor, pentru determinarea punctelor de extrem sau pentru
calculul limitelor de functii.
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Anexe

Derivata. Exercitii

« . - y . . 1\t “
| Sa se determine cel mai mic numar real pozitiv x pentru care sirul (@, )ps1, n = (1 F ;) este descrescator.

Consideram functia fi[1,0) > R, f(t) =(t+x)In (1 + %), t=>1.
Evident a,, = e n>1. Avem:
t+x t(2x—1)+x

1
f@®=In (1 + ?) Ct(1+ 0’ OR t2(1 + t)?
Daca x > % rezultd f''(t) = 0 pentru orice t > 1, deci f' este strict descrescdtoare pe [1, o). Cum th_)rg f'(t) = 0, rezulta:
f't) <0, t>1,
deci f este crescatoare pe [1, 0 ). Rezulta cd (a,),>1 este un sir descrescator pentru x > % Dacd x < %, atunci ecuatia f''(t) =
0 are radacina t, = ﬁsi f"(t) < 0pentrut > t,. Rezultd cd f' este descrescatoare pe [ty, ) si cum tlLrg f'(t) = 0avem
f'(t) > 0 pentrut = t,. Prin urmare sirul (a,) este crescator pentru n > n,. Cel mai mic numar pentru care (a, ), este
descrescator este x = %

| Sa se utilizeze formula lui MACLAURIN pentru determinarea formulelor:
1° e =1+—x+—x2+ - +—x"+——ex¥"*1 ynded € (0,1),Vn € N*,
1! 2! n! (n+1)!
0 1 1 3,1 1 ¢ .
2 sinx = —x ——x +a—ax sin(fx), unde 8 € (0, 1).
3° cosx =1 —=x2 +—x* — Z x5 cos(0x), unde 6 € (0, 1).
2! 4! 6!

Vezi si Ecuatii functionale , Ecuatii transcendente , Exemple si contraexemple , Proprietatea lui Darboux
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Anexe

Teoreme de medie

[ ] (Teorema lui ROLLE). Fie o functie f:[a,b] » R, a,b € R,a < b. Daca:
e f este continua pe intervalul deschis [a, b];
e f este derivabila pe intervalul deschis (a, b);
e f are valori egale la capetele intervalului: f(a) = f(b),

atunci exista cel putin un punct ¢ € (a, b) in care derivata se anuleaza: f'(c) = 0.

Interpretare geometricd. Din f'(c) = 0 rezulta ca tangenta la graficul functiei f in punctul (c, f(c)) este paralelad cu axa Ox. Deci,
daca toate cerintele teoremei lui ROLLE sunt indeplinite, atunci, pe graficul functiei f exista cel putin un punct (c, f(c)) in care
tangenta este paralela cu axa Ox.

v 4
f©
f@)=f(b)
O a c b r,(
[ | (Tearema lui LAGRANGE). Fie o functie f:[a,b] - R, a,b € R,a < b. Daca:
e f este continua pe intervalul deschis [a, b];
e f este derivabila pe intervalul deschis (a, b);
atunci exista cel putin un punct ¢ € (a, b) astfel incat:
f'le) = % (formula lui LAGRANGE).
Observatii.
1° Teorema lui LAGRANGE (numita si prima teoremd de medie) este o generalizare a teoremei lui ROLLE.
2° Fie f: [a, b] = R o functie continua pe [a, b], derivabila pe (a, b). Se pune problema prin ce se mai caracterizeaza punctul

intermediar ¢, ¢ € (a, b)?
Consideram punctele A(a,f(a)), B(b,f(b)), C(x, f(x)). Aria triunghiului determinat de cele trei puncte este:

a f(a)1l
ApnBc = > b f(b)1
x f(x)1

Prin derivare, se obtine:
a f'(a)1 a f(a)l a f(a)l
Apppc= |[b fB) 1 |[+ |[p" B[+ |[b f(b)1
x f(x)1 x f(x)1 x' f'(x)0
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Punand conditia A'(x) = 0 pentru puncte critice, iar punctul C(x, f(x)) este punct de extrem. Cum primii determinanti sunt nuli
(au cate o linie nuld), rezulta ca si ultimul determinant este nul. Efectuand calculele se obtine chiar relatia lui LAGRANGE.

Interpretare geometrica:

1° Formula lui LAGRANGE exprima faptul ca exista pe graficul functiei f cel putin un punct C(c,f(c)), c € (a,b), In care
tangenta la graficul functiei este paralela cu coarda (AB), adica panta tangentei in acel punct sa fie egald cu panta coardei
determinata de punctele (A(a,f(a))) ,B(b, f(b)).

y A
) B
(D)) e— — ==
| ———— 5 |
|
A | I
f@ | |
I |
| |
} I
| |
. >
0 2 E b X
2° Teorema lui LAGRANGE nu este altceva decat teorema lui ROLLE dupa o rotatie cu un unghi egal cu cel format de

coarda cu axa Ox:

L

>

X

..——"E?

Interpretare fizicd. Presupunem ca x este timpul si f(x) este coordonata unui punct care se miscd pe o dreapta la momentul x.
f)—f(@)
b—-a

Expresia reprezinta viteza medie a miscarii punctului in intervalul de timp de la a la b. Formula lui LAGRANGE arata ca

exista un punct x = c¢ Tn care viteza instantanee este egala cu viteza medie in intervalul de timp [a, b].

| (Teorema lui CAUCHY). Fie f,g:[a,b] » R, a < b, a,b € R doua functii cu proprietatile:
e f,g continue pe [a, b];
e f, g derivabile pe (a, b);
e gx)#0, Vx€(ab).
Atunci g(a) # g(b) si exista cel putin un punct ¢ € (a, b) astfel incat sa avem:
f)-f@ _ [1(c)
gb)—g(a)  gr(c) “rrremTTT e

[ | (Tearema lui POMPEIU). Fie o functie f: [a,b] » R,a,b € R, f(x) >0, V x € [a, b] si care verificd ipotezele din

teorema lui LAGRANGE. Atunci exista cel putin un ¢ € (a, b) astfel incat:

_ L
f(b) _ @(b a)f(c).

fla)

Aplicand functiei F(x) = In f(x) prima teorema a cresterilor finite (LAGRANGE), obtinem:
F(b) — F(a) = F'(¢)(b — a), unde c € (a, b),
Inf(b) —Inf(a) = [Inf(c)]'(b — a) de unde rezulta relatia de demonstrat.

| (Consecinte ale teoremei cresterilor finite)
1° (Functii cu derivata nuld). daca o functie derivabila are derivata nula pe un interval, atunci aceasta este continua pe acel
interval.
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2° (Functii cu derivate egale). Daca doua functii derivabile au derivate egale pe un interval, atunci acestea difera printr-o
constanta pe acel interval.
30 (Intervale de monotonie). Fie f: E = R, E —un interval, o functie derivabila pe E.

e Dacd f'(x) =0, Vx € E, atunci f este crescatoare pe E.

e Dacd f'(x) <0, Vx € E, atunci f este descrescdtoare pe E.

e Dacd f'(x) >0, Vx € E, atunci f este strict crescatoare pe E.

e Dacd f'(x) <0, Vx € E, atunci f este strict descrescatoare pe E.

| Fie f:E - R, E —un interval si x, € E. Daca:
e f este continua in xq;
e f este derivabild pe E \ {xg};
e existd lim f'(x)=1l€R,

x—=\Xg
atunci f are derivata in x, si f'(xo) = L.
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Teoreme de medie. Exercitii

[ | Sa se calculeze limita:

lim[(n+1)-"Vn+1-n-%n].
n—-oo

1
Consideram functia filnn+1] » R, n € N*, f(x) = x'*%, cireia i aplicim teorema lui LAGRANGE.

Rezultd ca exista ¢n € (n,n + 1) astfel ca:
1

- (1 Inc,
fn+1)—f(n) =c (C—+1- : )

Din ¢,, > n rezulta cd lim c,, = oo si in continuare:
n—oo
rllim [f(n+1)—-f(n)] =1
—00

[ | Daca a, b sunt doud numere reale pozitive, a < b, atunci are loc inegalitatea:
b—a b
ebr <-—,
a

Se considerd functia  f:[a, b] = R. Conform teoremei lui POMPEIU,

b-a

b

—=ec ,undea < c < b.
A u 1 1 1 o1 11 o

Cum insa: —>=->— adica- € (—,—), rezulta:
a c b c b a
b b—a b—a
—=@c >e@b
a

| Folosind teorema lui LAGRANGE, sa se determine eroarea care se realizeaza daca se inlocuieste v 145 prin 12.

Fie f: (0,400) > R, f(x) =+vx, Vx>0, a = 144,b = 145.
Aplicand functiei f teorema lui LAGRANGE pe intervalul [144, 145], rezultd cd exista 6 € (0, 1) astfel incat:

fa+1)—f(a) =1-f'(a+ 0),adica: V145 — V144 = — cuf € (0,1).

2V144+0 "’
1 1 1 . v 1
Deoarece: o < T 12’ rezulta ca: 12 <+V145< 12 + 22

Cum 2—14 < 0,05avem: 12 <145 < 12,05, deci eroarea comisa este mai mica decat i.

| Sa se calculeze valoarea aproximativa a lui cos 61°.

Functia f:R - R, f(x) = cosx, V x € R verifica conditiile din teorema lui LAGRANGE.

Luama = 60° = gg,i h=1°= 1;:00. Aplicand lui f formula cresterilor finite, obtinem:
cos61° —cos60° =1 ~%sin(60° +60),cud<o<1. (1)

Deoarece sin(60° + 8) > sin 60°, rezultd ca:
—sin(60° + 0) < ‘/;si deci

i f] sau cos61° < 4w

cos61° — cos60° < — :
360° 2 360°

(2)
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Am obtinut astfel un majorant al lui cos 61°. Sa gasim acum un minorant al lui cos 61°. Pentru aceasta va fi suficient sa gasim un
majorant al lui sin(60° + 6). Tn acest scop se aplicd don nou teorema cresterilor finite functiei sin(60° + ) si obtinem:

sin(60° + ) — sin60° = 9%cos(60° +6,60),cu0 <0, <1.
Deoarece 0 < 8 < 1sicos(60° + 6,0) < cos60° = % rezulta:
sin(60° + 0) — sin 60° < % si deci

sin(60° + 0) < £ + m
Tindnd seama de (1) ob'glnem
cos61° — cos60° > —— [\/— = ] (3)
180° 360°
Din (2) si (3) deducem:
2
l—”—i—”—< cos61°<l—”—\/§ (4)
2 360° 180°360° 360°
Deoarece 0,0150 < i < 0,0151 si < —— (fiindcd 2 < 10), obtinem:
\/_ 180 360° 6480
1 T

-— —<04849s5i— < de unde rezulta ca:
2 6480 10000’

0,4847 < cos61° < 0,4849, de unde rezulta:
cos 61° = 0,4848 cu o eroare < 0,00001.

2 sinx

[ | Sa se arate cd, pentru orice x € (O, g), avem  — < <1.

, 0<x < =
x = 0 .
Functia f este derivabila pe [0, g], de unde rezulta ca este continua pe acel interval. Este suficient sa aratam ca este derivabila in
x = 0. Aplicam regula lui L’HOSPITAL si obtinem:
fx)—f(0) sinx — x . cosx — 1 1

lim————— == lim————= lim—— = ——= limsinx = 0.
x>0 x—0 x—>0 x2 x-0 2% 2 x-0

Deci f'(x) = 0. Pentru orice x # 0 avem:
, sinx\’ xcosx —sinx CcoS X
f'x) = =

sinx
Consideram functia f: [ E] - R, definita prin  f(x) = {
1,

2 = (x—tanx) <0,

deoarece x < tanx, daca 0 < x < %

v U a o q s oA o q q o o q
Rezulta ca f este strict descrescatoare pe intervalul (0, 5). Tindnd seama ca f este si continua, deducem cd, pentru orice 0 < x <

g, f(0)>f(x)>f(§)sau %<

sinx

<1

| Utilizdnd teorema lui LAGRANGE, sa se arate care este eroarea pe care o facem inlocuind v101 prin 10.

Fie f(x) =+x, x € R,, a =100, b = 101.
Atuncif(b)—f(a)zf’(a+9), 0<6<1,adicav101 —+100 =

) \/100 0
Cum functia t - W € [0, 1] este strict descrescatoare, avem:
1
< V101 — V100 = —.

2+/10 2100
Eroarea realizatd este mai mica decat:

1 ( 1 1 ) < 1

2 \2y/100 2v101/ 400
| Aplicand formula lui LAGRANGE functiei f (x) = In x pe intervalul [n,n + 1], n € N*, s3 se demonstreze c3 sirul cu
termenul general:

1 1 1
an, = 1+E+§+"'+r—l—1n7’l

este convergent si are limita cuprinsa intre 0 si 1.

Peintervalul [k, k + 1], k € N*, functia f(x) = In x este continug, iar pe intervalul (k, k + 1) este derivabila. Deci in virtutea
teoremei lui LAGRANGE exista ¢ € (k, k + 1) astfel incat:

f(k+1)—f(k) =%sauln(k+1)—lnk =%, iar de aici:
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$<ln(k+1)—lnk <%deoarecek <c<k+1
Punand aici k = 1,2, ...,n, avem inegalitatile:

1

E<ln2—ln1<1,
1<l 3—1 2<1
I e e

1 1
n—+1<ll‘l(n+1)—ll’17’l<£,

care, adunate membru cu membru, dau:

L < In( +1)<1+1+1+ 1 1
273 ne1 o 273 s &
de unde an+1e($,1),‘v’n21.
Mai departe  ap,1 —a, = ﬁ —Inn+1)+Inn= ln% + ﬁ < 0, deoarece:
1 n+1 1\"*!
< In @(1+—> > e,
n+1 n n

care este adevarata.

Prin urmare a,,+; < a,, Vn = 1, ceea ce arata ca sirul (a,),»1 este strict descrescator. Sirul fiind monoton si negativ, cu

termenii in intervalul (0, 1), din teorema lui WEIERSTRASS obtinem concluzia.

Acum sa demonstram marginirea sirului. Din prima inegalitate din (1) rezultd a,,.1 < 1, iar din a doua inegalitate din (1) rezulta:
a,>Inn+1)—Inn>0.

Decia € (0,1), V n. Conform teoremei lui WEIERSTRASS sirul (a,) este convergent si %1_{130 a, = c €[0,1], unde

| (Consecinta a teoremei lui LAGRANGE in rezolvarea problemelor de optica). Dupa cum se stie din fizica, principiul lui
FERMAT afirma ca, pentru a ajunge dintr-un punct in altul, o raza de lumina se propaga dupa acea traiectorie pe care o parcurge
intr-un interval minim de timp.

Fie AA’ suprafata de separatie a doud medii omogene in care lumina se propaga cu vitezele v, si respectiv v,. Sa se determine
traiectoria descrisa de o raza de lumina pentru a ajunge din punctul C in punctul D.

;
c :
a !
:
:
L}
h, i
:
al
A C E D A
Y
163 o h,
D

Fie C' si D' proiectiile lui C si D pe AA’, ¢ = C'D’', hy = CC', h, =DD’', x = C'E.

in fiecare din cele doud medii omogene, lumina se propaga in linie dreapta.

A . . . . . . N CE

In primul mediu, lumina se propaga cu viteza v, si parcurge distanta CE in timpul t; , CE = v t; saut; = ot

1

A . . . . . . . N ED

In al doilea mediu, lumina se propaga cu viteza v, si parcurge distanta ED in timpul t, , ED = v,t, sau t, = o
P)

_CE, ED

= ~

Timpul total este: t -
1
Dar  CE =./h? +x25i ED = \/hZ + (c — x)?, deci:
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VhZ +x2 [hZ + (c — x)?
t = r .
V1 U2
Timpul t este o functie de x, t(x), 0 < x < c. Pentru a afla minimul acestei functii, anulam derivata:

. X c—x
t'(x) = —

=0
v h2 +x2  v,h3 + (c — x)?
Derivata se anuleaza pentru acele valori ale lui x pentru care:
X c—Xx
ViR +x2 vy/hE + (c — x)?
Derivata a doua:

hi h3

v14/ (h3 + x2)3 - v/ (R2 + (c — x)2)3

este strict pozitiva pentru orice x, deci punctele de extrem ale lui t(x) sunt puncte de minim.
g X X q . c—X c—X
Darsina = — = jiarsinff = — =

h2 +x2 DE /h% +(c—x)?

sina sinf

T”(X) —

, astfel incat egalitatea care da punctele de minim se scrie:

V1 U2
Notand cu v, viteza luminii in vid, indicii de refractie n,,n, ai celor doua medii sunt:
Vo Vo
n,=—, n, =—.
V1 ()
Rezulta:
sina n,
sinf  n;’
care este legea refractiei, cunoscuta din fizica.
| Sa se determine maximul ariei triunghiurilor dreptunghice cu aceeasi ipotenuza, de lungime a.

=

Dacd a > 0 este ipotenuza, atunci catetele sunt x si Va2 — x2.
Aria unuia dintre triunghiurile considerate este:

1
S=§x\/a2—x2, x € (—a,a).

. . 1 o . . . .
Am obtinut o functie S: (—a,a) » R, S(x) = 2 va? — x2, a cdrei variatie o studiem cu ajutorul derivatei. Avem:

a? — 2x?
S'(x) = —
2N — 22
Punand conditia S'(x) = 0, obtinem: x = i%f.
Tntocmim tabelul de variatie de mai jos:
a2 =
S T 7 e
stal- - - - -0 +4+4++0 - — — — —
=
500 T m T

de unde obtinem valoarea maxima:

a2
Smax =S <T> ’
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adica:
P

Smax = Z
Valoarea maxima a ariei se atinge pentru triunghiul dreptunghic isoscel.

| Sa se determine volumul maxim al cilindrilor Tnscrisi in sfera de raza r.

Dacd notam BC = 2x (indltimea cilindrului), atunci raza bazei cilindrului este p = Vr? — x2. Cum volumul V al cilindrului de raza
p siindltime h este V = mp?h, prin inlocuire gisim:

V = 2mnx(r? — x?).
LT c

AST——78 A B
Am obtinut o functie V : [-1,7r] > R, V(x) = 2nx(r? — x?), a cirei variatie o studiem cu ajutorul derivatei.

Avem: V'(x) = 2m(r? —3x2?) 5i V'(x) = 0 implicd x = i%g.
Avem tabloul de variatie:

V- - — - -0 +4+++0—- - — — —

Voo | T~ m_,/*ﬂﬂig—f —

din care obtinem valoarea maxima:

v rv3\ 4m/37r3
max — 3 - 9 "
| Sa se determine sub ce unghi a fata de orizontala trebuie lansat un proiectil cu viteza initiala v, astfel incat sa atinga

distanta maxima R.

Sub actiunea gravitatiei, corpul descrie o parabola care taie orizontala in punctul R, dat de egalitatea:
2

Vo .
R = —sin2«a.

vll

0

Fie (x,y) coordonatele punctului de pe traiectorie in care corpul a ajuns dupa t secunde. Proiectia vitezei pe orizontala este
Vo COS @, iar pe verticala v, sin a.
Proiectia corpului pe orizontala are o miscare uniforma de ecuatie:
X =vygtcosa,
iar miscarea pe verticala este influentata si de actiunea gravitatiei:
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: L
y = vptsina —Egt .
Eliminand t, se obtine ecuatia traiectoriei:
sina 1 x?
cosa © 2 gvgcosza'
Punctele in care traiectoria atinge orizontala se obtin rezolvand ecuatia:

sina 1 x?
X=o g = 0
0

y:

cosa
Se determina R ca functie de a € [0, g] , R(a) = %sin 2a.

Pentru a afla maximul acestei functii, calculam derivata in raport cu argumentul a:
2

, 21§
R'(a¢) = —cos2a
g Vs
si i determinam radacinile cuprinse intre O si >
2v2 . 7
Tcos 2a = 0saucos2a =0, decia = T
. " wg . - | . T
Derivata adoua R (a) = — — sin 2« este strict negativa pe [O’E] si deci sin T

Rezulta ca % este un maxim. Asadar, pentru a realiza distanta maxima, corpul trebuie aruncat sub un unghi de 45° fata de

orizontala.
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B O functie continua dar nederivabila n niciun punct a fost data ca exemplu de K. WEIERSTRASS (1872) sub forma unei serii
de functii (detalii aici si aici):
o

W(x) = z a™ cos(b"nx),

n=0

cua € (0,1) iar b intreg impar astfel incatab > 1 + 37”

Un alt exemplu a fost dat de TAKAGI, care a inlocuit cosinusoida cu o linie poligonala periodica.
Mai intai se derfineste pe intervalul [0, 2) functia dinte:
x, pentru x € [0,1)
f@=1{,",
, pentru x € [1,2),
care se prelungeste prin periodicitate pe intreaga axa reald, astfel incat f(x + 2) = f(x), V x € R si obtinem functia “lamd de
fierastrau”

KJF
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Aplicatii ale derivatei

M .. Se numeste curbd pland (drum) o multime I' € R? cu proprietatea ci exista ¢: [, 8] = R o functie cu proprietatea ci

o([a,p]) =T.

Functia f: [a, b] = R constituie o reprezentare carteziand a lui T daca Gy este graficul lui f.

yll

y=f(x)

f(x.)

Numim curbd parametricd sau curbd parametrizatd in R™ a aplicatie 7: 1 € R —» R", unde:

1° I = (a, b) este un interval real deschis.

2° 7 este o functie netedd adica pentru orice i € {1, 2, ..., n} aplicatia xt =ml o7 : I - R este diferentiabil3 de clasi C*®
(neteda).

3° Multimea € € R™ o numim curbd in R™ daca exista o curbd parametrica 7 : I - R" astfel incat C = 7(I).

Spunem ca 7 este o parametrizare a lui C si notam:

| C:7=7(), ¢tel | @)

t se numeste parametru pe curba C, iar punctul P = 7(t) al curbei il notam simplu P(t) sau P(7(t)).
Relatia (1) o numim ecuatia parametricd a curbei C.

Observatii.
1° Este posibil ca intervalul I s& nu fie deschis; atunci vom presupune existenta perechii (J, R) cu J interval real deschis
continand I si R: ] » R™ neted4 asa incat 7 este restrictia la I a lui R. Mai spunem cd C = 7(I) este arc al curbei C = R (J).
Spre exemplu, domeniul de definitie al cercului unitate S* pentru o parametrizare injectivd nu este deschis:
St:7(t) = (cost,sint), tel0, 2m)
si bineinteles cd avem R(t) = (cost,sint) neted pe]J = R.
2° Dacda n = 2 atunci spunem ca C este o curbd in plan iar pentru n = 3 spunem ca C este o curbd in spatiu.
Daca C este o curba in spatiu dar situata intr-un plan II atunci vom spune ca C este o curbd pland.

Bl Definim cercul osculator al curbei in punctul x, ca fiind cercul care coincide cu curba in vecinatatea punctului respectiv.
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Raza acestuia se numeste raza de curburd, iar inversa acesteia este denumita curbura.

1° Fie o curba I si P un punct al acesteia. Atunci raza de curbura corespunzatoarea punctului ales este dat3 e derivata (daca

. S . N . . . S . A8
exista) unghiului format de tangenta la curba cu axa Ox in raport cu lungimea arcului de curba cu origineain P: 1p = lm& e
S—
20

s
s ﬁde _ -
% ~

B S3 se demonstreze cd, in coordonate polare, curbura curbei C: p = p(¢@) are formula:
Z
2(p') +p*-pp"
k(@) = ()—§
(p2+(p")?) 2

Se deriveazé relatia:  7'(¢) = (p' cos@ — psing, p’sing + p cos @), de la lungimea curbei in coordonate polare si se obtine:
() = (p" cosp — 2p'singp — pcose, p''sing + 2p’ cos@ — psin@).

Avem:
. B . -
|AT| = 2|7] sin7 ~ A6 (inradiani),

unde s-a tinut cont ca atunci cand 4 tinde cétre B si T4 = 75 = 7, iar |7] = 1.
n acest caz, AT devine perpendicular pe 7.

B S3 se calculeze curbura lemniscatei in coordonate polare:  C: p(¢) = R \/cos 2¢.

Se aplica formula anterioara:  k(p) = %,/cos 2¢.
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B (Curbura graficelor). Se da curba grafic C: 7(t) = (t,f(t)), t € I € R. Se cere curbura lui C.

Avem 1"(t) = (0, f"(t)), ceea ce di:
n t
k(t) = '@ ;
@+(H2)2
si deci C are ca puncte de inflexiune zerourile lui f"'.

B (Curbura curbelor implicite) Se da curba definita implicit C: F(x,y) = 0. Se cere curbura lui C.
Vom parametriza curba ca in exercitiul precedent C:: 7(t) = (t, f(t)); deci F(t,f(t)) = 0 si derivand aceasta relatie
obtinem: F, +E, - f' = 0,ceeaceconducela: f'= —::—x. Se deriveaza din nou:
y
2 2
o F Ry — 2E B Fy + FFFy
E

si se Tnlocuieste in formula anterioara:

2 2
E,, — 2E.E,E,, + E;E
k(x,y) - _ X *yy X'y xyi y txx
(52 + F})?
N _ A .

sau inca: k(x,y) = T unde:

Fxx ny Fx

A= |Fy By B

F, E 0

| Se numeste subtangentd a unei curbe segmentul determinat de proiectia ortogonalad pe axa absciselor a unui punct de pe

curba si de intersectia tangentei la curba in acel punct cu axa absciselor.

Sa se demonstreze ca varful unei parabole se afla in mijlocul oricarei subtangente a acesteia.

35

S
&
QOJ
o

subtangenta

Vezi si Culegere Algebra&Geometrie (Stoica&Neagu)
Geometria analitica (Udriste)
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Anexe

Aplicatii ale derivatei. Exercitii

« . - y . . 1\t “
| Sa se determine cel mai mic numar real pozitiv x pentru care sirul (@, )ps1, n = (1 F ;) este descrescator.

Consideram functia fi[1,0) > R, f(t) =(t+x)In (1 + %), t=>1.
Evident a,, = e n>1. Avem:
t+x t2x—1)+x

1
’t=ln(1+—)——, "(t) =
f'® t/ t(1+x) fr® t2(1+t)?
Daca x > % rezultd f''(t) = 0 pentru orice t > 1, deci f' este strict crescdtoare pe [1, ).
Cum lim f'(t) = Orezultd f'(t) <0, t = 1, deci f este descrescdtoare pe [1, ).
n—>co
Rezultd cd (a,),s1 este un sir descrescator pentru x > % Dacad x < %, atunci ecuatia f''(t) = 0 are radacina
to = ﬁ si f"(t) < 0pentrut > t,. Rezultd ca f' este descrescatoare pe [t,, ) si cum tlim f'(t) =0 avem f'(t) > 0 pentru
- — 00

t = ty. Prin urmare sirul (a,, )1 este crescdtor pentrun > t,. Cel mai mic numar pentru care (a,),>1 este descrescator este
1

X =-.
2

M .. Trasarea graficului functiei f:R—> R, f(x) =x- e %",

Avem: f'(x) = e*. (1 — 2x?), care se anuleazd doar pentru x = + .

\/_E'
x L RE
2 V2
f = 0 - 0 =
f N min 2 max N

B Se cere curbura urmatoarelor curbe:
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1° Elipsa E: 7(t) = (acost, bsint), t E R(saut € [0,27])cua > 0,b > 0.

2° Ramura pozitiva a hiperbolei H: ©(t) = (acht, bsht), t € Rcua > 0,b > 0.
3° Curba C: 7(t) = (cost + tsint,sint —tcost), t € R.

40 Cicloida.

59 Astroida.

6° Spirala logaritmicd.
7° Cardioida: C:7(t) = (2cost —cos2t, 2sint —sin2t), t € (0, 2m).
i r'(t) = (—acost, bcost)sir” (t) = (—a cost,—bsint) = —. Rezult:

a

k(t) = 3
(a?sin?t + b? cos? t)2

Deci elipsa nu are puncte inflexionare. Deoarece:
3ab(b? — a?)sintcost

k() = :
(a?sin?t + b? cos? t)2
rezulta ca elipsa are 4 varfuri, exact intersectiile cu axele: t e {0,%, T, 3771}.
2° r'(t) = (asht,bcht)sir’(t) = (acht, bsht) =7(t). Rezulta:
—ab
k() = -
(a? sh?t + b? ch?t)2
deci hiperbola nu are puncte de inflexiune. Deoarece:
—3ab(a® + b?)shtcht
k'(t) = ( )

(a?sh?t + b2 ch? t)%

rezulta ca hiperbola are un singur varf, intersectia cu axa Ox: t = 0, unde se anuleaza functia sh. Reamintim ca ch t = 1 pentru
oricet € R.

30 7(t) = (tcost, tsint), r'"(t) = (cost — tsint,sint + t cost) de unde rezultd k(t) = %
Deci trebuie eliminat ¢ = 0 din domeniul de definitie, curba nu are puncte de inflexiune si nici varfuri.

A Y

, }..i (t de la -3.142

la 3,142)
40 r""(t) = R(sint, cost) si deci k(t) = _—1t , deci cicloida nu are puncte de inflexiune dar in domeniul de definitie
Sin—-
t
COS—
trebuie eliminate punctele: ty =2kmcuk €Z. Cumk'(t) = . — rezultd ca varfurile cicloidei sunt: ¢, = (2k + D
T sin“—
2

cuk € Z.

(tdela - la 2m)

L J

-1

5° r"(t) = 3R(2costsin?t — cos® t, 2sintcos®t —sin®t), k(t) = ———
3Rsintcost
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deci astroida nu are puncte de inflexiune dar din domeniul de definitie trebuie eliminate punctele: ty = 7” cik €Z.

- -2 4 2k+1
Scriind: k(t) = —————, avem: k'(t) = LSZ ceea ce spune ca varfurile astroidei sunt: ty = @k+DT ik € 7.
3Rsin2t 3 Rsin?2t

/

6° r""(t) = ReXt(k? cost — 2ksint + cost, k%sint+ 2kcost —sint)sideci k(t) =

Sprala logaritmica nu are puncte de inflexiune si nici varfuri.
7° r'(t) = 2(sin 2t —sint,cost —cos2t), r''(t) =2(2cos2t—cost, 2sin2t—sint).
k(t) = ——, ceea ce inseamna ca lim = +oo0,
n- 0,

\/k+1.

21

tdelaDla 27

D
D

| Determinati curburile urmatoarelor curbe:
1° y? = 2px + qx>.

7 3ay? = x2.  (parabola semicubicd).

30 2 _ x3 Q -dv

yo=o = (cisoida)
2 27 2

40 x3 4+ y3 = a3. (cicloidd)

50

60

70

80

90

10°

11¢

10
20
30
4_0
50
60
70
80
90
10°
11°

[ | 1° Cicloida, care are ecuatia:
2 2 2
x3 + y3 =as,
are ca tangenta o dreapta care intotdeauna determina pe axele de coordonate un segment de lungime constanta.
2° Sa se generalizeze punctul precedent, inlocuind cercul generator al cicloidei cu o dreapta fixa si presupunand ca punctul

curent, situat pe planul cercului mobil, nu mai este situat pe circumferinta.
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1° Ecuatia tangentei este:

1
Segmentele x,, e care aceastd dreapta le determina pe axele de coordonate, masurate din origine, au valorile (a?x)3 si
0 Yo

respectiv (azy)g, de unde rezulta ca acest segment are lungime a.

2° Cand cercul de centru O si raza OB = b ruleaza fara alunecare pe dreapta AX, curba generata de un punct M al
circumferintei este o cicloida.

Daca vom considera si dreapta descrisa in acelasi timp de un punct M’, vom avea o hipoclicloidd, respectiv o hipercicloidd dupa
cum punctul curent este in exteriorul sau Tn interiorul cercului mobil.

YA [&j\

Pentru a obtine ecuatia locului geometric descris de M, fie h distanta de la acest punct la centrul cercului, 4 originea axei
absciselor, iar B punctul de contact al cercului cu axa absciselor pentru o anumita pozitie a punctului M'.
Dacd ¢ este unghiul variabil M'OB, atunci:
{x = b, — hsing
y=b—hcos¢g’
Sistemul reprezinta o hipercicloida sau hipocicloia dupa cum h < b sau h > b. Deducem:

R e

b
x = b arccos

Sa determinam ecuatia curbei descrisa de punctul M.

Se noteaza: BC =a, OB=b, OM =h, CN =x, MN =y, £LACB = 6.
Daca se presupune ca in originea miscarii punctele 4, Q se suprapun, avem:
£QO0B = %9 si deci:

a+b
x=CH+ HN = (a + b) cosf — hcos b 0
@ a+b
y = OH — OK = (a+ b) sinf — hsin

h\l’

0

Sistemul (1) reprezintd o hipercicloida sau hipocicloida dupa cum h < b sau h > b.
. . y S . . . A +b
S-ar putea obtine o singura ecuatie prin eliminarea parametrului 8, dar este mai incomod pentru calcul, mai ales cand aT =n

este irational. Astfel, din sistemul (1) se deduce:

bncos@ = x + hcosn@,

bnsin@ = y + hsinng,

hcosnf = bncos6 — x,

hsinnf = bnsinf —y;
de unde obtinem:

b?>n? = x2 + y2 + h? + 2h (x cosn@ + y sinn#h),

h? = x? + y2 4+ b?>n? — 2bn (x cos O + y sin ),
sau mai bine:

b2n2 _ x2 _yZ _ h2

x cosnf + ysinnf = =p,

x%+ y? + b?n? — h?
2bn =4

xcos@ +ysinf =
De aici se obtine:

(x — iy)e?™0 — 2pe™® + (x +iy) =0,

(x — iy)e?® —2pe® + (x +iy) = 0.
Mai departe:
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1 1
prmio _PE@ X -yD2 Gy (@f - xf -yt
x — iy ’ x—1y

)

deci:
n

[q + (q% —x* - yz)% =@x—iy)n! [p + (p* —x* - yz)%] ,

care este ecuatia cautata, in care s-a presupus ca p, g sunt inlocuite de valorile x, y, care nu pot fi rationale daca n nu este

rational.
Sistemul (1) mai poate fi scris sub forma:
) { he™ — (a+b)e’? +x+iy=0
(x —iy)e™® — (a4 b)e DO L h=0°
Hipercicloida sau hipocicloida pot fi reprezentate prin sistemul:

0

x = (a—b)cosb +hcosa_
b
@) b,

0

a
y = (a—b)sinf — h sin
| Sa se determine lungimea subtangentei la curba definita prin ecuatia:
=
X =@ y

2
v v q X
Se va arata cd subtangenta va avea lungimea: s

B Se noteaza AB, AC, EF cele trei tangente care trec prin punctele B, C, D ale
unei parabole. Sa se demonstreze ca paralela dusa prin F la AC se intalneste cu
paralela dusa prin E la AB pe dreapta de contact AB.

Se noteaza: AC = a, AB = b.
Ecuatia parabolei tangenta la dreptele AB, AC este:
(ay — bx)? — 2ab(ay + bx) + a?b? =0,

care se poate aduce la forma:
1 1

@ +G) =1

Tangenta EF in punctul (x, y) are ecuatia:
X Y
1+ ——==1.

(ax)z  (by)2

1 1
Deci: AF = (by)z =y,, AE = (ax)z = x .

Rezulta ca punctul (xy, y,) este pe dreapta: =1.

8 I

+

S <

Ml .. S3 se determine lungimea minima L a unei scari care, rezemata pe un gard de naltime h, trebuie sa ajunga la un perete aflat

la distanta d fata de gard.

Se noteaza cu 6 unghiul format de scara cu orizontala. Lungimea scarii este functie de acest unghi:
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h a

" sing s cosg ’ 9
. dL cos sin
Mai departe, ae : sinZ cos20’
. L . . .
Se pune conditia: i 0 si se obtine ecuatia:
hcos® 0 = dsin3 6.
. 3|h
Rezulta: 6 = arctan \/;.

Resurse: Aplicatii ale calculului diferential

100


http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/2/2a/Calcule-diferentiale.pdf/revision/latest?cb=20150901150242&path-prefix=ro

CUPRINS

Preliminarii Multimi, relatii, functii | Multimi de numere | Topologie pe R | Inegalitati |Siruri (Ex.) | Serii
Calcul real Calcul diferential Limita unei functii | Continuitate | Derivatd | Teoreme de medie (Ex.) | Aplicatii ale calculului diferential
Calcul integral Primitive | Integrala RIEMANN-DARBOUX (Ex.) | Aplicatii ale integralei
Analiza complexa Multimea numerelor complexe (Ex.) | Topologia numerelor complexe (Ex.) | Functii complexe
elementare (Ex.) | Transformari de coordonate
Spatiul R™
Calcul
multivariabil Limita a unei functii
Continuitate
Derivabilitate
Integrala
Analiza Spatii topologice
matematica
abstracta
Anexe Formule importante | Functii elementare | Curbe remarcabile | Notatii utilizate | Simboluri | Resurse

Index | Note | Erata

Calcul integral

Detalii aici

101



http://www.math.uaic.ro/~mapetrii/

CUPRINS

Calcul real Preliminarii | Calcul diferential | Calcul integral

Analiza complexa

Spatiul R™ | Limitd a unei functii | Continuitate |
Calcul multivariabil Derivabilitate |Integrala | Spatii topologice

Analiza matematica abstracta | Spatii topologice

Anexe

Primitive

102




CUPRINS
Calcul real Preliminarii | Calcul diferential | Calcul integral

Analiza complexa

Spatiul R™ | Limitd a unei functii | Continuitate |
Calcul multivariabil Derivabilitate |Integrala | Spatii topologice

Analiza matematica abstracta | Spatii topologice

Anexe

Integrala RIEMANN-DARBOUX

| Se numeste diviziune a intervalului [a, b] € R o multime finita de puncte A = {x,, X1, X3, ..., X, } Cu proprietatea:
a=xy<x; <%, <:-<xp,=h.

Fie o functie f: [a, b] » R marginita pe [a, b] si m, M astfel incat:
m<f(x) <M, VxE|[ab].

Notam: m; = inf {f ()| x € [x-1, %]}, M; =sup {f(x)| x € [x;_1,x;]}-

Atunci numerele:

Ur(D) = Z M; (x; —xi—1) ,  Le(d) = Zmi (x; — xi-1)
i-1 =i

Avem urmatoarele proprietati:
1° Pentru orice diviziune A a intervalului [a, b] au loc urmatoarele inegalitati:
m(b —a) < Lgpy < Us(D) < M(b — a).
2° Multimile:
Ly = {L;(8)| A este o diviziune a lui [a, b]}
Ur = {Uf (A)| A este o diviziune a lui [a, b]}
sunt mdrginite si fie Lr = sup Ly si Ur = inf Ur. Atunci are loc inegalitatea: Ly < Us.

1° Avem:
n n n
Ur(D) = ZMi (x; —xj-1) < ZM (X —xi—1) =M Z (x; —x;—1) = M(b — a).
i=1 i=1 i=1
n n n
L@ =Y m (g —%) S ) mig=x)=m- Y (g=x1)=mb-a)
i=1 i=1 i=1
2° Fie A o diviziune a segmentului [a, b] si A" diviziunea A" = A U {y}, unde x;_; < y < x; pentru un anumiti, 1 <i < n.

Vom arata ca au loc inegalitatile:
Consideram numerele: M; = sup{f(x)| x € [x;_1,¥]} si M;" = sup{f(x)| x € [ y,x;]}-
Se observa ca: M; < M;si M;" < M;. Deducem:
i-1 n
Uf(A,) = ZMJ (x] - xj—l) + Ml,(y - xl-_l) + Mi”(xl- - _'y) arF z M] (X'] - xj—l) <
j=1 j=i+1

-1 n n
< Z M] (x] - xj—l) ar Ml-(xj - xj—l) + Ml-(xl- - y) ar z M] (x] - xj—l) = Z M] (X'] - xj—l) = Uf(A)
. j=1 j=i+1 J=1
In mod similar se demonstreaza si Le(A) < Lg(A).
Se poate afirma acum ca, dacd A" = AU {y;,y,, ..., ¥m}, unde y; sunt numere distincte in [a, b], atunci au loc inegalitatile:

Consideram acum oua diviziuni A; si A, ale segmentului [a, b] si notam cu A3 diviziunea Az = A; U A,.
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Pe baza celor demonstrate, avem: Le(A1) < Lg(A3) i Ur(A3) < Up(Ay) sitinand seama de inegalitatea Lg(A3) < Ur(43)

deducem inegalitatea: L (A1) < Up(4y).

Cu alte cuvinte, orice suma inferioara este mai mica decat orice suma superioara, de unde rezulta: Ly < Uy.

[ | O functie f:[a, b] - R, mdrginita pe [a, b] este integrabild RIEMANN-DARBOUX pe [a, b] dacd Ly = Uy.
< . . b

Acestd valoare comuna se noteaza: fa f)dx = Ly =Us

si se numeste integrala Riemann-Darboux a functiei f pe segmentul [a, b].

1° Sa se demonstreze ca functia f:[0,1] = R, f(x) = x este integrabild Riemann-Darboux pe [0, 1] si folx dx = %

2° Functia f:[0,1] > R, f(x) =1dacdx € Qsi f(x) =0dacdx € R\ Q, nu este integrabild RIEMANN-DARBOUX.

1° Pentrun € N, fie A, = {0,%,%, ..., 1}, avem:
n+1 . n-1 . n-1 n+1

Pentrun — corezulta Ly = U; = %
2° Oricare ar fi diviziunea A avem Lg(A) = 05i Us(A) = 1. Prin urmare, Ly = 0 5i U; = 1 si astfel Ly # U;.

| Fie f, g: [a, b] = R functii marginite pe segmentul [a, b]. Daca functiile f si g sunt integrabile RIEMANN-DARBOUX pe
[a, b] atunci toate integralele care apar in relatiile urmatoare exista si relatiile sunt adevarate:

1° [laf)+Bgx))dx=a [ f(x)dx+B [, g(x)dx, Va,BER;
20
30
4_0

10 [Jaf(0)+Bg()dx=a [ fG)dx+f [, g(x)dx, Va,f ER;
20
30
4_0

b
m(b —a) < jf(x)dx < M(b - a).

Observatie. Valoarea medie a functiei continue f: [a, b] = R pe intervalul [a, b] este numarul real:

b
1
M(f)=m'ff(x)dx-

Interpretare geometricd. Presupunem f = 0. Formulam(b — a) < ff f(x)dx < M(b — a) arata ca aria subgraficului lui f este

cuprinsa intre ariile M(b — a) si m(b — a), adica intre aria dreptunghiului superior si cel al dreptunghiului inferior, adica aceasta
arie este egala cu aria dreptunghiului de laturi M'(f) sib — a.
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o a b x

Interpretare fizicd. Din punct de vedere fizic, viteza medie a unui mobil este valoarea medie a vitezei:
ity

distanta parcursa
. f v(t) dt = - .
durata de timp

=t

Interpretarea diferentiald. Din punctul de vedere al calculului diferential, inegalitatea mediei se obtine din teorema lui
LAGRANGE aplicata functiei:
X

F(x) = ff(t)dt pe intervalul [a, b].
Avem: F(b) — I?(a) =(b—a)F'(c), c € (a,b) sau:
b
jf(t)dt = f(c)(b—a), c € (a,b).

Dinm < f(c) < M se dgduce mb—a) < f(c)(b—a) <M —a).

[ | (Formula de medie CAUCHY). Daca f: [a, b] — R este continua, atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat:

b
f fOOdx =B -a) £ ).

Interpretare geometricd. Daca f este o functie continua si pozitiva pe [a, b], atunci exista cel putin un punct ¢ € [a, b] astfel incat
subgraficul lui f sa aiba aceeasi arie cu dreptunghiul de baza (b — a) si inaltime f($).

y.lk

e

O x

| (Teorema fundamentald a calculului integral). Daca functia f: [a, b] = R este continug, iar F: [a, b] = R este o primitiva

a sa, atunci:

b
ff(x)dx = F(b) — F(a).

Fie A o diviziune a lui [a, b], cu:
a=xg<x; < <xp_1<x,=b.
Mai departe, avem:
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n

F(b) —F(a) = F(xn) — F(xp_1) + F(xp_q) — - — F(x1) + F(x) — F(xo) = Z[F(xi) — F(x;—1)] -
i=1
Conform teoremei valorii medii, exista un numar ¢; , in intervalul cu numarul de ordine i, astfel incat:
F(x;) — F(xi-1)

Fle) ===
l 1—
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Integrale definite. Exercitii

| 1° Fie f:[1,0) — R o functie descrescatoare si marginita superior. Sa se arate ca sirul (a,),>1 de termen general:
n

= F) 4+ @) 4t fm) — f f(x)dx

este convergent.
Sa se deduca de aici ca urmatoarele siruri sunt convergente:
1,1 1
2° cn=1+—+—+---+——lnn
1
2In2 ' 3In3 nln n ~In(nn);
o — _ - 1-a
4 an—1+2a+ +na % a€e(0,1).

50 ap=1+ _+-+, a>1.

o —
3 a, =

Studiem monotonia lui (a,) ;1. Avem:
n+1 n n+1 n+1

Gy — @y = fn+1) — f A f A = G 1) — f A= f (Fn+ 1) - f0)dx <0,
1
unde s-a tinut cont c3 f este descrescitoare. Rezulta cd sirul (a,)n>1 este descrescator

Demonstram ca sirul este marginit inferior. Avem:

2 3 n
a = | FC1) - f feodx |+ | F@ - j FOOdx |4+ | fn—1) - f FOOdx |+ Fn) =
1 2 n—-1

2 3 n
= [ -r@)ax+ [(F@ - fe)ax+ -+ [(F-1=re)ax+ ro,

de unde rezultd ca (a,),»1 este marginit inferiér. !

Prin urmare, sirul (a,),>1 este convergent.

2° Seiaf:[1,00) > R, f(x)=%.

3¢ f()_xlnx'
4° f(x)—x—a.
50 W=
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[ | Sa se determine valoarea medie a functiei: f:10,7] » R, f(x) = sinx.

Valoarea medie este:
T

1 ) cos x|™ cosm cos0 2
]Vl”(f)=—fsmxdx=— | =—< — )=—.
T T g T T T
0
| Sa se calculeze:
1+x
lim f Intdt.
x—0
x>0 1
Conform teoremei de medie, exista ¢ € [1, 1 + x] astfel incat:
1+x
f Intdt =xIné
1
Din¢ € [1, 1+ x rezulta: 0<In¢ <In(1+x).
Tnmultim aceast3 relatie cu x > 0 si obtinem:
0<xIn& < xIn(1 + x), iar dacd x < 0 vom obtine:
0= xné&=xIn(1+x)
Trecand la limita in ultimele inegalitati deducem:
lin?) xIné = 0 (criteriul clestelui).
X—
[ | Fie functia continua f: [a, b] — R avand proprietatea ca 3 f01 f(x)dx = 1.

S4 se demonstreze cd existd x, € (0, 1) astfel incat f(x,) = x3.

x2|"
ff(x)dx—lz—[f(x)dx——: jf(x)dx—? =0 = (f(x)—xz)dx—O.
0

Atunci eX|sta X0 € (0,1) astfel incat (f (xq) — xo)(l — 0) = 0 si deci f(xo) = xZ.

[ | Sa se calculeze:
n+1
x dx
lim n* -[ ;
n—co il
n

Conform formulei de medie pentru integrale, existd & € [n,n + 1] astfel incat & = &(n):

n+1
J‘ xdx &
1+x5 1+4¢&5
n
Dar
n & n+1

< < :
1+ (n+1)5 " 1487 14n°
Prin Tnmultire cu n* se obtine:
5 4
n n*(n+1
<t $ < ( )
1+ (nm+1)° 1+ ¢é&5 1+n5
Cu ajutorul criteriului clestelui, deducem ca limita ceruta este 1.

| Fie f: [a, b] = R o functie continua pe [a, b] pentru care este satisfacuta relatia:
b

1
ff(x)dx = E(b2 —a?).
a
Sa se arate ca f are cel putin un punct fix in intervalul (a, b).

Din egalitatea din enunt deducem:
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b

0= f Fedx — 2 (6% —a?) = f ) —

Aplicand teorema de medie in ultima mtegrala rezulta ca exista un punct c € (a, b) astfel incar:
b

- [r@ - xax = F© - A - o,
a
de unde obtinemca  f(c) = c, adica f are cel putin un punct fix in intervalul (a, b).

| Fie f: [a, b] = R o functie continua pe [a, b]. Sa se arate ca exista un punct ¢ € [a, b], astfel incat:
b
ff(x)dx =(a+b—2c)f(c).
a
Functia auxiliara h(x) = (b — x) f;cf(t)dt + (x —a) f;f(t)dt este continud pe [a, b], derivabila pe (a, b) si h(a) = h(b) = 0.

n baza teoremei lui ROLLE, existd un punct ¢ € (a, b) astfel incat h’(c) = 0.
Derivand pe h si inlocuind pe x cu ¢, obtinem egalitatea din enunt.

| Sa se calculeze:
n+p
sin x
lim dx.
n—oo X
n

Aplicand teorema de medie pentru integrale, rezulta ca exista c,, € (n,n + p), astfel incat:

n+p n+p nt
sinx _ dx . 1 2 _ n+p
—— dx =sin¢, | — =sinc¢, - 10X = sinc, - In ,
x x n n
n n
si deci:
n+p
sinx n+p
dx| < In .
n
. n+ v
Dar cum lim In™22 = 0 rezults:
n—oo n
n+p
. sinx
lim dx=0.
n—-oo
n
| Sa se calculeze:

n
i [ 12
m —
n—-oo
a
n
unde f:[0, 1] — R este o functie continua.

A . e v iy b n A
Aplicand teorema de medie rezulta ca exista c¢,, € (%,;) astfel incat:
b

b b
[fG0 rd " b
X X
| P ax = reen f &= fen) x| = fle)In-.
x X a a
a a =
ﬁ n
Dar, din <cp < = lim = < lim Cp < 11m b rezulta 0 < lim ¢, < 0sideci lim ¢, = 0.
n-oon n—oo —oo N n—oco n—oo
Cum f este contlnua, rezulta ca: llm ¢, = f(0).
n—oo

Prin urmare:
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[ | Sa se calculeze:

) b dx
lim — k>0,a>0.
-0 ) ex®+a
0

Aplicand teorema de medie pentru integrale, rezulta ca exista ¢, € (0, 1) astfel incat:

1
f bdx b
ex¥+a ec,+a’

0

dar:
b b
< = <-—.
Et+ta eg+a a
Deci:
] b
lim———=—,
el0ecs +a  a
adica:
1
] b dx b
lim | —/——=-—.
-0 ) ex+a a
0
| Sa se calculeze:
1
n
lim nzjx”“dx :
n—oo
0
1 1
n n 1
2 2
2 | wnt1l g, — 2.€ _n2cSX | M e
nfx dx—ncn"fxdx— n—| =753 w
0 0 0
Dar, din 0 < ¢, < =rezulta lim ¢, = 0 si deci
n n—o0
1
n
; Cn : 2 n+1 1
lim ¢," = lim n* | x""dx = =.
n—oo n—-oo 2
0
| Fie b — oo un sir de numere pozitive, iar f: [0, +o0] - R o functie continud cu lim f(x) = [ (finit).
X—00
Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri:
b
b, x)dx
1° u, = M; 0<a<b<+om;
1+x
a
[ fBax)d
x)dx
2° u,= | ———"——; 0<a<b<+w,
1+x

a

Aplicand teorema de medie pentru integrale, rezulta ca exista c,, € (a, b) astfel incat:

b
b,x)dx 1+b
Up = M = f(bpcp) In .
1+x 1+a
a
Deoarece a < ¢, < b rezultd ab,, < b,,c, < bb,, si deci lim b, c,, = +o0 de unde se obtine: limu, =1- lng.
n—oco n—>0oo
La fel se procedeaza si cu sirul v, si se obtine:
lim v, = [l (arctan b — arctan a).
n—-oo
| Fie f,F:[0,a] » R, a > 0, unde f este o functie continua si crescatoare, iar F(x) = f(;cf(t)dt pentru orice x € [0, a].

Sa se demonstreze inegalitatea:
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a

f F(t)dt > a; £(0)

0

Avem:
a a

jF(x)dx= f[off(t)dt] dx .

0 0
Aplicand teorema de medie, rezulta ca exista un punct ¢ € (0, x) astfel incat:

[ rae =
0

si egalitatea de mai sus devine:
a

a X a a 2 az
F(x)dx = [ f(t)dt] dx = | f(c)xdx = | f(0)xdx = f(0) - =L f(0)
Jreoee= [ rowec= fromcz 7,

a
0

[ | Sa se arate ca:

1
1< j@xzdx<@.
0

Aplicand prima teoremd de medie pentru integrale, rezulta ca exista ¢ € (0, 1) astfel incat
1

f e’ dx = e’
0 2
si decidin 0 < ¢ < 1 rezulta inegalitatea din enunt (e*" este strict crescatoare pe (0, 1)).

| Sa se arate ca pentru orice x € [0, 1] are loc inegalitatea:
1

@‘xz—f@tzdt < [-.
0

ST

Aplicand teorema de medie pentru integrale si tinand seama de faptul ca e~*" este strict crescatoare, obtinem:
1
2

e —f@tz dt=e ™ —e cuce (0,1) si
0

1
el-el<ce*—e“<el—e! > _<1_é) <e X —e < 1—5.
Dar
1 2
1—-——-< |-
e e
[ | Sa se arate ca:
1
2
1 -[ dx T
2 V1—x2n 6
0

2
1-[ de 1 1 >1
2) vT—x7n 1—c® 2
0

N| =

2
1 1 1
2 2 2
j e :J £ <j_dx — arcsinx | —
JNT=x2 ) A=A+ 22 +xt - +2202) ) VI-x2 0
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1 ino ==
= arcsinz = arcsin 0 = —
2 6

| Pentrun € N* consideram functia f,,: [0,n] —» R data de f,,(x) = arctan([x]), unde [x] reprezinta partea intreagd a
numarului real x. Sa se arate ca f, este integrabila si sa se determine

lim — f fn(x) dx .

n—-oon

Functia f,, este egala cu constanta £, (i) pe [i,i + 1]\ {i + 1}, i € 0,n — 1, deci este integrabila pe fiecare interval [i,i + 1].
k 1i+1 n—1

ffn(x) dx = f fn(dx = Z arctan i.
0 i=0 | i=0
Conform teoremei STOLZ-CESARO:

. arctanl + arctan 2 + --- + arctann . T
lim = lim arctann = ok

n—-oo n n—-oo

| Fie f:[0,1] = R o functie derivabild, cu derivata continua si fie s, = Y i, f (S)

< . . 1
Sa se arate ca sirul (5,41 — Sp)nen* €ste convergent catre fo f(x)dx.

Folosind teorema lui LAGRANGE, obtinem:
=2 G- G == ()7 () ) -
sma—sn=) f==)- D F(5)=r-D ((5)-f(==))=
=l k=1 k=1
- f(1)—— Zk ")) —— < 3 < k=12
=/ n(n+1)k_1 RGN nt1 kS = et

Daca f' = 0, atunci

X f' (xx) - kf'(xi) = xif' (xx)

< < k=1,2,..,
n+1 n(n+1) n "
Deci:
n n n
1 14 1 A 1 !
T Zxkf () < nn+ 1) Zkf (Xk)<; Zxkf (xk) -
k=1 k=1 k=1
Deoarece (x4, X5, ..., X5, ) reprezinta o familie de puncte intermediare asociate diviziunii (0,%,%, ...,%), rezulta:
1
lim s Z KF o) = f of () dx = 5 () | f fedx.
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Aplicatii ale integralei

M 3.3.. Lungimea unui arc de curbd pe [t,, t]:

L) = |[lIr'Wlldu
J

Sa se calculeze lungimea cercului centrat in origine si de raza R.
C(0,R): 7(t) = R(cost,sint), t € [0, 2m].

Avem: ||[r'(W)|| =RsiL(t) =R.
Observatie. Daca inversam functia s(t) = Rt, avem t = %§i rezulta parametrizarea canonica a cercului:

c(0,1): h(s) =R (cos%,sin%), s €[0, L(2m) = 2nR]

B Sa se calculeze lungimile urmatoarelor arce de curba:
19 Arcul [0, 2] al ciclodei: 7 (t) = R(t —sint, 1 —cost), t € R, unde R > 0 este o constanta data.
2° Arcul [0, 27t] al astroidei: 7 (t) = R(cos3t, sin3t), t € R.

39 Arcul [0, 2] al curbei:7 (t) = (t - %sh t, ch t), t € R.

17 Avem: 7 () = R(1 — cost, sint) si deci: |7 (Ol = RV1—2cost+1=2R |sin§|. Mai departe:
2w .t t
L(C’ | [0,27] ) = 2R fo SmEdt = —4RcosE %n’ = 8R.
20 7' (t) = 3R(—cos? tsint, sin® t cos t) si deci: [|7'(t)|| = 3R|costsint| = % |sin 2.
L(cl[O,Zn:] ) =%=% fOESiHtht = —%cosZt |g =%_
e2t o2t (et—e—f)z
3°  F()=(1-cht, 2sht)sil—ch2t=1-S"—= -2 = —25h%.  Deci

7'(t) = 2sht (—sht,1)

B Se considera spirala logaritmica: ¥(t) =R (ekt cost, ektsin t), t eR, cuR > 0,k > 0 constante date.
1° Sa se arate ca unghiul dintre 7 (t) si 7 (t) este constant.

A : . . . 1
2° Notand cu [,, lungimea arcului [2nm, 2(n + 1)7] s& arate ca raportul 2+ este constant.

n

1° Avem: 7'(t) = ReXt (kcost —sint, ksint + cost) sideci ||7'(t)|| = Re**Vk2 + 1, ||7 (t)|| = Re*tsi
<7 (t), 7'(t) >= R?ke?*t.  Rezults:

_ = _ <r@®F@®)> _  k
cos (7 (8), () = Formror ~ e

20 L, = RVKZ+ 1 f22r$+1)nektdt — RV’;:'H (ez(n+1)krr _ eann)'

o1 . . n
3 L — o2k care este o constantd strict mai mare decat 1.
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B in coordonate polare in plan:

X = pCcos@
{y = psing
ecuatia curbei plane se scrie:
C:ip=p(p), p€l=(ab)ER.

Se cere lungime curbei in coordonate polare.

Avem ecuatia vectoriala:
C: 7(p) = (p(@) cos @, p(@)sing),p €.

Rezulta: r'(p) = (p' cosp — psing, p’sing + p cos @)

si deci: 7" (@Il = Vo2 + (p')?,

ceea ce implica: L(C) = f: Vp%(@) + (0)2(p) do

[ | Sa se determine lungimea arcului de cicloida din figura si coordonatele centrului de greutate al acestuia.

Cicloida este definita prin ecuatiile parametrice:
x =R(0 —sinf), y =R(1 — cosh),
unde R este raza cercului generator si 8 unghiul de rotatie al acesteia.

Se calculeaza derivatele si arcul elementar:

x' = R(1 — cosB), y'=Rsin6 (D
0
ds = R/(1 — cos §)% + sin2 6 d@ = 2R sinEdG (2)
Se utilizeaza formulele:
2 1 tz tz
= [ Ve T dt, xo=1 [ #V@RFORL,  yo= [y EFFORE @
ty ty ty
A(7 R, 2R}
YA M .
C9
R x
' >
O B2xR 0
Se obtin:
27
0
l=2R -[ sinzde = 8R
0
2R2 0
Xe =" (G —smH)sm dé = R
0
21
= 2R° 1 0) si 6 de = 4R
Ve = ; (1 —cos )sm2 =3
0
| Sa se determine lungimea si coordonatele centrului de greutate pentru arcul de parabola.

Ecuatia parabolei este: = 7%,

Rezulta: y'=2x, ds = \/1 + 4x2 dx.
Se aplica formulele:
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X2
l= f 1+ (y')?dx

X2
1
VX =7" f xy14+ )% dx
X2

1
yc=7~fy 1+ @)% dx

L >

y A
y=x*
9 A(1, 1)
c/i
e i
b |
@, X
n cazul nostru se ob';ine
X
f 14 4x?2dx = —x\/ 14+ 4x%2+- argsh (2x)
0
1 ; 1
xC:fo 1+ 4x2 dxzm\/(1+4x2)3
X 0
1 X
=—fx2\/1+4x2 dx =
= Tel <xw/(1 + 4x2)3 ——x\/1 + 4x? ——argsh (2x)>
Tn cazul A(1, 1) se obtin valorile numerice: l=1,479, x; = 0,630, y. = 0,410.
| Sa se studieze forma pe care o dobandeste un fir greu suspendat intre doua puncte.

Vectorul de pozitie al unui punct curent de pe fir are forma:

F=xT+yj+zk. 1)
Tinand cont ca versorul tangentei este dat de:
=L
T=—,.
ds

se poate scrie:

dx d_y# dZE 3)

ds + ds ds

Se studiaza echilibrul segmentului de fir elementar MM; = As. Luand ca reper un punct O, pozitia relativa a punctului M; fata de
M este definita prin vectorul:

MM, = A7 = 7(s + As) — #(s). (4)
Forta exterioara distribuita care actioneaza asupra segmentului elementar se poate considera constanta pe lungimea acestuia si
poate fi redusa la o rezultanta pAs aplicata la mijlocul segmentului.
La extremitatile acestuia se introduc tensiunile corespunzatoare sectiunilor respective.
Echilibrul segmentului sub actiunile celor trei forte se descrie prin relatiile vectoriale:

(Zﬁ=0) T(s+As) —T(s)+pAs =0

i 5 ) A NG
(ZMM)=O AFXT(S+AS)+7X([5)AS)=O

(a1
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~T(s) 7 As

F(s)

~
fangenta
@]
Se imparte fiecare relatie la As si se calculeaza limitele fiecarui termen atunci cand As — 0:
T (s +As) —T(s
( lim ( ) ()+limﬁ=0
As—0 As As—0 . (6)

q Ar q = q Ar . -
A As RICALOAY ) 7" Amp =0

Deoarece forta distribuitd p poate fi consideratd constantad pe segmentul As, se poate scrie:

Alimoﬁ =p. (7)
S—
Atunci cdnd As — 0 punctul M, tinde citre M si deci A7 — 0; in consecint:
~AF
a7 =0 O
Pentru tensiunea in fir sunt valabile relatiile:
Alim0 T(s+As)=T(s)=T. 9
S—
T (s+As)—T(s) dT
i =—. 10
S0 As ds 10

in continuare:

. AF_ v AF  |AY| g AF v |AF|_ - T
A s = A\ s ) T A A - PlsE D
care se mai poate evalua si in modul urmator:
- Ar T 7(s+As)—7(s) dr »
ASS0As 4550 As T ds (12)
Prin echivalarea celor doua relatii se obtine:
T = dr 13

La limit&, cAdnd M, se suprapune peste M, dreapta MM, devine tangenta in M la curba firului iar vectorul T este versorul acestei
tangente. Cea de-a doua relatie (6) devine:
ZxXT=0. (14)
Deci vectorul tensiunii va avea directie tangentei la fir in punctul M.
Deci ecuatiile de echilibru (6) devin:

—+3=0. T =Tz 15
L TP T (15)

Ay
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[ | (Functiile Beta si Gamma ale lui EULER). Functiile B:(0,) X (0,0) > R, T:(0,o) — R se definesc prin:

B(a,b) = fxa_l(l — x)b~1dx, a,b € (0,);
0

I'(a) = f x4 e *dx, a € (0, 00);
0

Au loc relatiile:
1° B(a,b) = B(b,a), a,b> 0;

2°  B(ab) = a-ll)—;il B(a,b—1), a>0,b>1;
° xa—l
B(a,b)= mdx, a,b>0;

0
30 I'(a+1)=aTl(a), a€ (0,);
40 I'm+1)=n!, neN;

T(a)[(b)

o — .
5 B(a,b) = Tath) a,b>0;

o 1) _ .
6 r (2) =Vr; -

o _ _ .
7 [(@Ir1—-a)= snam ' @€ 0,1);

o T a . n!
€ I(a) = lim n® - e * © = 0
[ | Fie: fgsin“x dx , n € N.
1° Sdsearatecal, = nT_l “I,_5, n = 2sisase calculeze [,,.
29 Sd se calculeze formula lui WALLIS

i 1 ( 2:4-..-2n )2
T\t 3 an-/)

1° Iy = J2zsin"'x (=cosx)'dx = —sin" "' xcosx |g dx + (n —1) f2sin""" x cos® x dx =

=Mm—1) [zsin"?x (1 =sin*x)dx = (n — DI, — (n = Dy,

de unde rezulta relatia din enunt. Din relatia de recurenta se obtine:
1-3-.-Qk-1)

, =2k

I = 242k 2
n = )24..2k-2 e

24.@k72) ok g

1-3-..-(2k—1)

2° Are loc relatia evidenta:
T

sin?"*1 x < sin?" x < sin?" 1y, X € [O,E] , n € N*,

g v 4 Q q

care integrata pe [0, 5] conduce la inegalitatea:
Intz < Ion < Ipp-q
de unde Tmpartind cu I,,,,4 obtinem:
2 2

1-3-..-(2n-1 2n+1 2n+1 24-..-2n 1 2n+1

1S( ( )) J < sau n_(—) - = —
2-4-...2n 2 2 1-3-...(2n—1)

2n
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Trecand la limita, obtinem formula lui WALLIS.

(formula lui STIRLING). Sa se arate ca pentru orice n € N*, exista 6,, € (0, 1) astfel ca:
n)n On

B (formula lui STIRLING
n! =+/2nn (— eli2n
@

(vezi detalii aici)

Consideram sirul:
nle™
= n=1

(an)ns1, an = 1
n+s
n 2

si demonstram ca acesta este descrescator:
1
n+s

a, 1 1\""2
=— (1 T —) ; n=1.
apy1 € n
Din dezvoltarile in serie de puteri:
x? x3
Inl+x)=x——+——- 1
1+x)=x 3 + 3 [x] <
2 3
[x] <1

obtinem:
11+x—2 (1+12+1 4 ) x| <1
nl—x_ X 3x Sx , X .
Punand x = ! ,n € N* in relatia de mai sus, avem:
2n+1
1 1 +1 1 N
2n+1)2 5 (2n+1)*

(+1)1 (1+1)—1+
n 2 n n) 3

de unde deducem:
1<< +1)l <1+1><1+1( ! ar 1 + )
n+—|ln — = -] &
2 n 3\(2n+1)?2  (2n+ 1)*
1
1 1 1 1z g1
o 1< (n+—)ln(1 +—> <l+4—— © e< (1 +—> <e 2n(ntl) &
2 n 12n(n+1) n
1
o1 <2 < T 1)
An+1
Rezultd cd (a,),»1 este descrescator si fiind marginit inferior, este convergent. Fie lim a, = a. Din relatia (1) obtinem:
n—oo
1
n=>1,

1 -
ape 12n < a, e 12+l |
1

deci sirul a, @ 12n este crescdtor si are limita a. Prin urmare are loc relatia:

1
a<a, <alzn, vn=>1

deci exista 0,, € (0, 1) astfel ca:
On
a, = a-elzn, n=>1. (2)
Demonstram in continuare ca a = 21 .
in formula lui WALLIS rezulta ca sirul (b,)n>1
1 22"(nhH)?
——— @

b 1 2:4-..:2n

" m1-3-.-2n—-1) vn (@n)!
este convergent si are limita v/7.
in relatia (2) obtinem:

n\" On
n! =a(é) Jn-eizn, 6, € (0,1) (4)
2n 0
62n € (0,1)

2n n
(2n)! = a(g) v2n - @ﬁ,

care nlocuite in (3) conduc la:
a 9_n_92n

bn = — @6n 24n,

Rezultd § a = lim V2 b,, = V2m.

n—oo

nlocuind in (4) obtinem:
mn" 6,

= v2Znr (=) 2 |

" n (@) 12n

Vezi si Culegere Algebra&Geometrie (Stoica&Neagu)

Geometria analitica (Udriste)
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Serii de functii

| Seriile trigonometrice sunt serii de functii a caror forma standard este:
[ee]
Qo .
> + Z (a, cosnx + b, sinnx), (D
n=1

unde a, € R(cun € N)sib, € R (cun € N*)se numesc coeficientii seriei considerate.
Suma partiala:

n
a
S,(x) = 70 + Z (ay cos kx + by, sin kx)
k=1

Sirul de serii trigonometrice:

%, cosx,sinx, cos 2x,sin 2x, ...,cosnx, sinnx, ... (2)
se numeste sistem trigonometric.
Observatii.
1° Seriile trigonometrice apar frecvent in studiul proceselor oscilatorii. Cu ajutorul acestora se pot reprezenta mult mai
generale decat cele analitice.
2° Daca seria trigonometrica (1) converge intr-un punct x, € R, atunci aceasta converge in orice punct
Xo + 2km, unde k € Z.
30 Daca seria (1) converge pe intervalul [—m, 7], atunci aceasta converge pe R si suma sa f(x) este o functie 2r-periodica.
40 Daca seria (1) este uniform convergenta pe (—, 1), atunci suma sa f(x) este o functie 2r-periodica si continud pe R \
{kr|k € Z}.
50 Observatiile precedente arata ca este suficient sa studiem convergenta seriilor trigonometrice pe un interval de lungime

21 — de exemplu pe [—T, 7T].

ortogonali, adica au loc relatiile:

s
1° fsinmxcosnxdx=0, vmmneN;
-1
s
2° fsinmxsinnxdx=0, VvmneN,m#n;
[
s
3° fcosmxcosnxdx=0, VmneN,m#*n;
=TT
In plus,
s
40 cos’nxdx =m, VneN;
-1
s
50 sinnxdx =m vneN*;
=TT
s
6° J cos? 0x dx = 2m .
-7
1° sin este functie impara, cos este para, deci produsul de sub integrala este o functie impara. Se stie ca integrala

RIEMANN dintr-o functie impara pe un interval marginit, centrat in origine, este nula.

v
sin(m — n)x sin(m + n)x

2

T s
1 1
2° J sinmx sinnx dx = j > [cos(m —n)x — cos(m + n)x]dx == (
m-—n

-

m+n

“n “m -7
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1|sin(m —n)r sin(m—n)mr sin(m+n)wr sin(—(m—n))mw
__[ ( ) — ( ) = ( ) (=( ) ]=0, VvmneNm=#%n;

2 m-—n m-—n m+n m+n
; ; 1 1 ( sin(m—n)x i sin(m + n)x i
3° J cosmx cosnx dx = j— [cos(m —n)xcos(m+n)x]dx == ———— - — =
2 2 m-—n m+n
=TT -7 —TT -1
1|sin(m —n)r sin(n—m)r sin(m+n)r sin(—(m—n))n
=—[ ( ) = ( ) aF ( ) = (= ) ]=0, VvmneN,m#n;
2 m-—n m-—n m+n m+n
T T T T T
, 1 1 1 sin 2nx |*
40 fcos nx dx = f—(1+c052nx)dx=— fdx+ fcosandx =—|% I =
2 2 2 o 2n  |_,
—T1T —TT —T1T —TT
1 (—m) + sin2nm  sin(=2nm)|| o T
—z PV 2n m ||T mER
A s Vs Y3 T
" 1 1 1 sin 2nx |
59 fsm nx dx = f—(l—cosan)dx=— fdx— fcosnxdx ==X = =
2 2 2 o 2n |_,
-1 -1 —TT =TT
1 (—m) sin 2nm N sin(—2nm)|| _ o T
N 2n m ||T nER
T T
6° fcosZOxdx: fdx =2m.
-7 -7
[ | Daca seria trigonometrica (1) este uniform convergenta pe [—m, 7] si f (x) este suma sa, atunci coeficientii a,,, n € N si

b,, n € N*, sunt determinati de f prin formulele EULER-FOURIER:
s
1
n =~ ff(x)cosnxdx, vneN
—TT
(3)

Vi
1
bn:; ff(x)sinnxdx, VneN*
-1

Tnmultim toti termenii seriei (1) cu cos mx, unde m € N si obtinem o serie uniform convergentd pe [—m, ], cu forma
f(x) cosmx :

(o]
a
70 cosmx + z (a, cos nx cosmx + b, sinnx cosmx) = f(x) cos mx.

n=1
Integrand in aceasta relatie termen cu termen pe [—m, 7] si folosind subpunctele 1°,3°,4° ale propozitiei anterioare, rezulta ca:

Vi
ff(x) cosmxdx = a,,m,
-7

pentrum € N*, de unde se obtine formula lui a,,, pentru m € N*. Daca m = 0, folosim subpunctele 1°, 3%, 6° ale propozitiei
anterioare si obtinem:

i
a
ff(x)cosOxdx = 70-2n
-1

deci a, verifica aceeasi formula (3).
Analog, inmultind toti termenii seriei (1) cu sin mx, unde m € N*, integrand termen cu termen pe [—, 7] si folosind subpunctele
19, 29,59, rezulta ca:

s
ff(x) sinmx dx = b,,1,

-1
de unde se obtine formula lui b, .

Observatie. Aceastd teorema sugereaza ideea de a asocia unei functii 2-periodice f: IR — R o serie trigonometrica in care
coeficientii a,, si b, sa fie dati de formulele Euler-Fourier, precum si problema de a stabili conditii care sa asigure ca f este suma
acestei serii (cu alte cuvinte, problema reprezentdrii functiei f printr-o serie trigonometricd). Pentru ca integralele din formulele

(3) sa fie convergente, vom adauga ipoteza ca integrala f_ﬂn |f (x)|dx sa fie convergenta (adica ffn |f (x)|dx < o). intr-adevar, in
aceasta ipoteza:
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fnf(x)cosnxdx < jnlf(x)cosnxldx= fnlf(x)|'|cosnx|dxs Jnlf(x)ldx<oo

fnf(x)Sin nx dx| < jnlf(x)| - | sinnx|dx <

| Fie f: R — R o functie 2m-periodica, cu :
Vi
| reotax <o,

-1t
1° Prin coeficientii FOURIER ai lui f intelegem numerele:
1 s
an=—f f(x) cosnxdx , VneN;
mJ_

T

1 Vs
bnz—f f(x)sinnxdx , vn€N*;

T J_n

(am explicat mai sus ca acesti coeficienti exista).
2° Prin seria FOURIER a functiei f intelegem seria trigonometrica (1), ai carei coeficienti se iau coeficientii FOURIER ai lui
f. Faptul ca functiei f i-am asociat seria sa FOURIER se noteaza:

[ee)
a
flx) ~ 70 + Z(an cosnx + b, sinnx).
n=1
30 Polinomul trigonometric de ordinul n al seriei FOURIER asociata functiei f se numeste polinomul FOURIER de ordinul
n al functiei f.

Daca seria trigonometrica (1) este uniform convergentd pe [—, 7], atunci aceasta este seria FOURIER asociata sumei sale.

| Fie f: R — R o functie 2m-periodica, cu:

f FC0)ldx < .

1° Daca f este para pe [—m, 7], atunci coeficientii sdi FOURIER sunt:
T

2
an:Eff(x)cosnx dx, VneN sib,=0, VneN"
0

iar:
(00}
Qo
fx) ~ 7+ Z a, COS nx.
n=1
2° Daca f este impara pe [—m, 7], atunci coeficientii sdi FOURIER sunt:
s
a,=0,vneN si b, = ff(x)sinnx dx, VneN*,
0
iar

f(x) ~ Z b, sinnx .
n=1

Se utilizeaza definitia coeficientilor FOURIER si urmatoarele rezultate:
e sin este functie impara pe [—m, ] (chiar pe R), iar cos functie pard;
o produsul a doua functii pare (respectiv, impare) este o functie para; produsul unei functii pare cu una impara este o
functie impara;
e integrala RIEMANN a unei functii impare pe un interval de forma [—a, a] (a > 0) este O; integrala RIEMANN a unei
functii pare pe un interval de forma [—a, a] (@ > 0) este dublul valorii acelei integrale pe intervalul [0, a].

Observatie. Fiecarei functii f: R - R, 2m-periodice, cu f_ﬂn | f (x)|dx convergenta, ii corespunde o singurd serie FOURIER.
Reciproca nu este, in general, adevarata. Astfel, daca functia g: R - R, 2m-periodica, difera de functia f de mai sus pe o
multime finita de puncte din [—m, 7], atunci g si f, desi distincte, au aceeasi coeficienti FOURIER, deci aceeasi serie FOURIER.

| Fie f1, f2: R - R, 2m-periodice cu:
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f|f1(x)|dx<oo, f|f2(x)|dx<oo

—TT —TT
Daca f; si f, sunt continue intr-un punct x, € R si f; (xg) # f>(x), atunci seriile Fourier asociate functiilor f; si f, sunt diferite
intre ele.

[ | Daca seria Fourier a unei functii f: R - IR, 2m-periodica si continud pe IR, este uniform convergenta pe [—m, 7], atunci
suma ei este f.

| Daca functia f: R — R este 2r-periodica si derivabila pe [—m, 1], cu exceptia unui numar finit de puncte, cu derivata
- L . n g 1. .
continud, atunci seria sa Fourier converge n fiecare punct x € R la Eh{n fy) + 11;11 ).
yNx y7x

[ | Tn domeniul complex, seria Fourier si coeficientii Fourier asociati unei functii f: R - R, 2m-periodice, cu f_nn |f (x)]dx <
0o, se reprezinta prin formulele:
[ee] T
flx) = Z cpei™r unde ¢, = ff(x)@_i”x dx € C, nez
n=-—oo -

Legatura dintre coeficientii ¢,, € C si coeficientii a,,, b, € R este:
a, —ib,, n € N*
2¢c, = { ag n=20
a_,+in_,, n€Z\N

Pentru demonstratie se utilizeaza formula: e = cosx + isinx.

| Fie n € N* si functia f: R = R, 2m-periodica, cu f_nﬂ |f (x)|dx < oco. Dintre toate polinoamele trigonometrice de ordin n,

n
T,(x) = Z (ax coskx + B sinkx), cuag,fr ER,
k=0

polinomul FOURIER de ordinul n asociat lui f,

n
a
Sp(x) = ?0 I Z(cxk coskx + By sinkx),
k=0
(unde ay, k = 0,n sunt coeficientii FOURIER ai lui f) realizeaza cea mai buna aproximatie medie patratica a lui f, adica:

flf(x) —S,(0)|*dx < flf(x) — T, (x)|? dx , pentru orice T, .

[ | Daca f: R — R este 27m-periodica, cu f_”nlf(x)l dx convergenta, atunci:
1° Seria FOURIER a lui f converge in medie patratica la f, adica:

lim f () = Sp(OIPdx = 0,

unde S, este polinomul FOURIER de ordinn a lui f;

o %o 2 2\ — 1" 2
2 -t (an + bn) - — |f(x)| dx
2 4 T J_,
n=
(identitatea lui PARSEVAL)
| Sa se determine seria Fourier asociata unei functii 2l-periodice, [ > 0.

. " 1 . A S
Pentru functii f: R - R , 2[-periodice, cu f_l |f(x)]| dx < oo, rezultatele anterioare se transpun efectuand substitutia x — nl—x
Obtinem seria trigonometrica:
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ao - . nmx
7+ z an cos + b, smT)

n=1
si coeficientii FOURIER:

. nmx ) 1 . nmx
_Tf f(x)cosde,nEN si an=7f f(x) sin de,nEN*
-1 =1l
Daca f este para pe [—1, 1], atunci:
l o0
2 l nmx _ .. a
an=7ff f(x)cosde,VneN si b,=0, vn € N* iar f~7+ Eancos—.
-1
0
Daca f este impara pe [—1, ], atunci:
_ 2 . nmx
a, =0, vn €N si bn=7ff(x)sm—dx,VnEN*,
0

l

iar f ~ Y1 by sin@.
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Notiunea de numar complex

| Pe multimea R X R se definesc doua operatii:
e “adunare”: (x1,¥1) + (x2,¥2) = (X1 + X2, Y1 +¥2);
o “inmultire”:  (xq,¥1) - (x2,¥2) = (X1X2 — Y1YV2, X1Y2 + X2)1-

Tripletul (R?, +,-) are structura de corp comutativ.

o o0

Se aratid c3 (R?, +) este grup abelian, (R?,-) este monoid comutativ, operatia este distributiva fata de “+" si orice element
nenul este inversabil (orice element diferit de (0, 0) este simetrizabil in raport cu inmultirea definita mai sus).

| Multimea (R?, +,) se numeste multimea numerelor complexe si se noteazé C. Un element al acestei multimi se numeste
numdr complex.

Sa se demonstreze cd submultimea R X {0} = {(x, 0)| x € R} este izomorfd cu multimea numerelor reale.

Se considerd omeomorfismul bijectiv ¢: R - R X {0}, ¢(x) = (x,0).

[ | Daca se noteaza i = (0, 1), atunci multimea numerelor complexe este:
C={z=x+1iy|x,y € R}.(forma algebricd a unui numdr complex)

| Pentru un numar complex z = x + iy, x,y € R se definesc urmatoarele:
e [Re z = x, partea reald a lui z;
e IJmz =y, partea imaginarad a lui z;
e 7 =x — 1y, conjugatul lui z;
e |z| =+/zz, modulul lui z.

Sa se demonstreze urmatoarele proprietati:

1° Pentru orice z;,z, € Cavem: z; =2z, © Rezy =Rez, A Im z; = Im z,;
2° 121 + 25| < |z4| + |22], |21 - 22| < |24 - |22], YV 21,2, €C;

30 ZER©S z=7

40 |z| =|z|, V z € C;

5¢ z1+vz, =21+ 7,, V71,2, €EC;

6° Rez/|z| € [-1,1], Im z/|z| € [-1,1], Vz € C*;
unde s-a notat C* = C\ {0}.

| (Forma trigonometricd a.unui numdr complex). Pentru orice numdr complex nenul z € C*exista un 6 € [0, 2m) (si este

unic!) astfel incat: z = |z|(cos 8 + isinB).

Pentruz=x+1iy, x,y € R, z+# 0, avem 0 = arctani—/+ km , unde:

0, dacix,y>0
k=41, dacax<0 .
2, dacax>0, y<O0

Pentrux >0, y = 0avem 6 = 0; pentrux = 0,y > 0 avem 6 =§; pentrux < 0,y = 0avem 8 = m, iar pentrux = 0,y < 0

3T
avem @ = "

Observatie. In cazul z = 0, valoarea 6 poate fi aleas3 arbitrar.

| Valoarea lui 8 (unic determinata, conform exercitiului anterior) se numeste argument principal si se noteaza arg z.

Sa se demonstreze cd, daca z,,z, € C*, atunci:
arg(z, - z,) = argz; + argz, (mod 2m).
arg(z, / z,) = argz; — argz, (mod 2m).
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Sa se deduca de aici cd, daca z € C, arg(z™) = nargz (mod 2m).

| (Radicalul complex). Dandu-se un numar complex z € C si un numar natural n € N*, sd se determine (daca exista) acele

numere u € C astfel iIncat u™ = z.

Fiez =r(cosf + isinf),cur =|z| > 0si6 = argz € [0,2 m).
Secautd p = |u| > 0si¢@ = argu € [0,2 ) incat [p(cos@ + ising)]™ =r (cos 6 + isin6)
Avem:
p" cosng =rcosb
{p” sinng =rsinf’
De aici p™ =r,cosng = cos @ sisinng = sin 6.
Astfel se deduce formula pentru radicalul complex:

0+ 2km 0+ 2km
Yz = V|z| (cosT+isinT) , ke{0,1,2,..,n— 1}
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Notiunea de numar complex. Exercitii

[ | Sasearate ca pentrua € R, n € N, numarul z = (1 + ai)™ + (1 — ai)™ este real.

Avem: z= (1+a)"+ (1 —-a)"= (1—ad)"+ A+ ai)™ = z.

| Sa se arate ca pentru orice z;,z, € C are loc egalitatea:
|21 + 2,|% + |21 — 2,1 < 2(|z1]* + |2, [?).

Se “demoduleaza’” membrul stang astfel
21 + 2,|% + |21 — 2,1 = (21 + 2,) (21 + 22) + (21 — 2,)(Z1 — 22),

dup3 care se aplica proprietatea 5° Z1+ 2, =273 + Z, VY 71,2, € C si se opereaza parantezele.
| Sa se determine z € C pentru care:
lz—i|l=|z+1i| = |z—1].

z = 0 (algebric, cdutand z = x + iy, x,y € R sau geometric).

[ | Daci x4, x, sunt rédicinile ecuatiei x? + x + 1 = 0, s se calculeze x#9%7 + x2°97 si (x; + 1)2998 + (x, + 1)2008
x%007 + x22007 — 2 , (x1 + 1)2008 + (x2 + 1)2008 — _1
[ | Sa se arate ca pentru orice z4, Z,, z3 € C are loc egalitatea:

121 1% + 1221 + 231% + |21 + 2, + 2317 = |21 + 2,]* + |21 + 23] + |2, + 23]
Sa se dea o interpretare geometrica acestei relatii.

Se foloseste relatia |z|? =z Z
[ | Fie 24,23, ...,Zn € Ccu |zi| = 1, k € {1,2, ..., n}. Sa se arate ca numarul:
n n
(Ya)(Yx)
zZ = Zr | - —
z
k=1 =1k
este real.
Se foloseste proprietatea: Z1+ 2y, =21+ Zy, V71,2, €EC
[ | Fieu,v,z € Castfel incat |u| < 1si|v| < 1lsifiew =v- 12_;;2 . Sa se arate ca |w| < 1 daca si numai daca |z]| < 1.

Se evalueaza ww.

| Fie uy,u,, v1, v, € C. Sa se arate ca daca:
u1 + uZZ‘l' azz_ = Ul + UzZ + 1722_
pentru orice z € C, atunci u; = u, §i v; = v,.
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Se pot atribui valori convenabile lui z.

[ | Sa se arate ca:
|z1 — 23] < |z1| + |22

11—2z1z, ~ 1+ 7] |z|’
pentru orice z;,2z, € U = U(0; 1).

Se ridica la patrat si se demoduleaza.

| Sa se arate ca pentru orice z;, Z,, z3 € C:
|zy + z5| + |21 + 23| + |25 + 23| < |z1| + |2z3| + |23] + |21 + 25 + 23| (HLAWKA).

Inegalitatea este omogena. Dupa impartirea cu z3 se ridica la patrat, dupa care se aplica de trei ori inegalitatea triunghiului.

| Sa se arate ca functia dg : C X C = C, datd de:
|z1 — 2,

Ji+1z2 1+ 22

dr(z1,2) =

este o metrica.

Se verifica axiomele metricii, pentru inegalitatea triunghiului se ridica la patrat.

[ S3 se determine V=i+1.

Avem: |—i+ 1| =2 siarg(—i+ 1) = arctan(—1) + 2 7 = 7 /4.
Astfel, cel sapte valorisunt:  '3/2[cos(m4 + 2km/7) + isin(r/4 + 2k /7)] , k € {0,1,2, ...,6}.

[ | S se rezolve ecuatia: z*+ (1 —i)z2—i=0.
Se face substitutia z2 = u si se determina radacinile u = —1 si u = i, astfel Z1, € {—1i,i} respectiv z3 4, € {(—1 — i)\/E/Z,
(1+i)v2/2}.

| S3 se calculeze: V—1 si /1 —i.

Se tine cont ca: arg(—1) = m,arg(l —i) = 7n/4.
| Fiee = —%+ i§§i w = cos% + isin%. S& se calculeze: arg (2097 . (p2008),

Se folosesc proprietatile:
arg(uv) = argu + argv (mod 2m)
arg(u™) = nargzu (mod 2m).

| Fiea € R*si @ € (0,2 ). Sa se arate ca:
n

. 1—acosg —a™cos(n+ 1)g + a™*? cosng
Z a“coske = .
1 —2acos ¢ + a?

k=0

Sa se deduca de aici ca:
n
1—acosg
k —
a“coskep = ,
kz_o =124 cos @ + a?

pentru |a| < 1.

Se calculeaza Tn doua moduri n_ola* (cosg + ising)] *.
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[ | Sa se stabileasca formulele:

e cos 5x = cos®x — 10 cos® x - sin® x — 5 cos x - sin* x;
n

o) 0 2 4 — 75 g
2 Cn—Cn+Cn—--~—22cosT.
1° Se calculeaza in doud moduri (cos x + i sinx)>.
2° Se evalueaza (cos /4 + isinm/4)™.

. . 1 . . n, 1 .

| Flea€R§|z+;=Zsma.SasecaIcuIezez +Z—n,nEN.

7z, =sina + icosa = cos(m/2 — a) + isin(m/2 — a).

| Fie p = 2. Sa se arate ca:
2(|1z1|P + |22[P) < |24 + 23|P + |71 — 2,|P,
pentru orice z4,z, € C.

Inegalitatea este omogena. Se folosesc inegalitatile: 1417 <1+ (@/2)r? <A +1r*)P2,cu0<r<1.
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Topologia numerelor complexe

| Fie z, € C fixat sir > 0 dat. Se considera urmatoarele multimi:

|z, —a| < e, VneN,n=n,.
Fie sirul de numere complexe (z,)nen, CU Z, = Xy + iVy, X, Y € R. Atunci:
Zn—>a ©x,>Realy, >Ima

Pentru “=" se utilizeaza inegalitatile elementare |x,,| — Re a < |z, — a| si |y, — Im a| < |z, — |, iar pentru “<” rezulta
direct din exprimarea modulului complex.

[ | Fie @ € C fixat. Sirul de numere complexe (z,,)nen+ cU termenul general dat de z,, = (1 + a/n)™ este convergent. Limita
sa se va nota e“.

Fiea = x + iy, x,y € R. Presupunem a # 0. Avem |z|? = [(1 + x/n)? + y?/n?]?, de unde lirP |z, | = e*.
n—-+oo

arg z, = marctan 2t (mod 2m),deunde  lim argz, =y (mod 2m).
1+x/n n—-+oo
Astfel: lim z, = e*(cosy + isiny).
n—-+oo
Pentru @ = 0 avem sirul constant, evident convergent si anume z, - 1 = e°.

complexe (z,)nen CU 2, € D, z, - o avem f(z,) — oo.
Vom nota lim f(z) = [, respectiv lim f(z)™%Lf () = l,.
z-a Z—00

(Z)nen CU Zn € D, din z, - a sdavem f(z,) - f(a).

Fie D € Cnevidd, « € D si functia f: D — C. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1° f este continua in «;
2° pentru orice € > 0 existd § > 0 astfel incat pentruorice z € D cu |z — a| < § sd avem |f(z) — f(@)| < &;
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3° pentru orice vecinatate V a lui f (a) exista U o vecinatate a lui « incat f(z) € V, pentru orice z € U.

Demonstratia se face ca la functii reale.
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| Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri complexe:
1° (Z)nens Zn = sinn/n+i(n + DYV

o — n o
2 (Znnen, Zn = 2§, unde |zo| # 1;

30 z, = sinn/n +i(n + 1)/™;
4° Zy=nln(1+1/n)+i(n+1)/n;
5° Zn = 2:1(1'/2)'( ;
6° zp, = YR_o(coskx + isinkx)/2¥, x € R;
70 zn=i+i(1+1)n-
2n n) '’

8  z,=(1+ %)n

1° Deoarece lim Re z, = Oiar limIm z, = 1 avem lim z,, = i.
n—-oo n—-oo n—-oo
2° Daca |zy| < 1 atunci lim z,, = 0. Daca |z,| > 1 atunci lim z,, = co.
n—oo n—oco

3° Limita este i;
40 1+1;
50 i;

0 4-2COSX
6 5—-4cosx’
7° ie;
8¢ i.
| Sa se determine lim z, pentru:

n—-oo

o _ Z_n o 4 _ n+l
1 Zn = — [cos 8, + isin ,7], unde 6,, = Py
7 z, = “n[cos(nn) + isin(mn)];
30 7. = (ﬂ)n

n — 2 "

1° 2i; 2° 2i; 30 0.
| Folosind criteriul € — &, s& se arate continuitatea functiei f:C —» C, f(z) = z? + Zin punctul a € C.

Se determind & in functie de € incat din |z — a| < § sdavem |z2 —a? +Z — @| < €.

| Sa se arate ca functia f: C = C, definita prin:
z? 0
f@=4eRez’ ihs
0, z=0

nu este continua in punctul z, = 0.

Sedetermindau = u(x,y) =Re fsiv =v(x,y) =Imf;
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Observatie. Fie functia f: D —» C. Se noteazd u = Re f siv = Im fincatu,v:G > R, G ={(x,y) ER? |z=x+ iy € D}si f =
u+iv.

M B6WsWT6r Fiezy, € Csi f: C — C continudainzy = 0 cu f(z,) = 0. Sa se arate ca:

lim £z 2%l g
2z, zZ— 2z, '
| Sa se studieze continuitatea functiilor de mai jos pe intreg domeniul de definitie:
Re?z
10 f:(C—>C,f(z):{ 7 2% 0
0,0 z=0
Re z
20 f:<c—>c,f(z)={7'“t0.
0, z=0

1° Pentruz = x + iy, z # 0, se géseste u = u(x,y) = x3/(x? + y?). Functia u este continud pe R? \ {(0, 0)}.

Se pune problema continuitatii tnh punctul (0,0). Avem |u(x,y)| = |x|x%/(x? + y?)| < |x|, pentru (x,y) # (0,0), de unde se
obtine continuitatea lui u. Analog se procedeazd pentru v = v(x,y) = x%y/(x? + y?).

2° Pentruz = x + iy, z # 0 se gaseste u = u(x,y) = x3/(x% + y?). Functia este continu& pe R? \ {(0, 0)}.

Se pune problema continuitatii in punctul (0, 0). Avem u(x,y) = x2(x? + y?). Vom ciuta un sir (x,,, y,,) = (0,0) incat
(u(xy, Y )y, sa fie divergent de unde se obtine discontinuitatea lui u. Definim (x,,, v,) = (1/n,1/n) pentru n par si (x,, y,) =
(1/n,2/n) pentru n impar. Tnsd u(x,,y,,) = 1/2 pentrun par si u(x,,y,) = 1/5 pentrun impar.

Analog se poate studia continuitatea lui v.
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[ | Fien € N*si ag, aq, ..., an € Ccu a, # 0. Aplicatia P: C —» C data de:
P(z)=ap+az+ - +a,_1z" 1 +az", z€C

Sa se demonstreze ca lim P(z) = P(a) pentru orice a € Csica lim P(z) = P(o) = oo.
A4 Z—00

[ | Fie functiile polinomiale P,Q:C - CsiD = {z € C| Q(z) = 0}.
Aplicatia R: C \ D — C data de:

_P@
R(z)—Q(Z), z€e C\D,

Fie a un punct de acumulare pentru D = {z € C | Q(z) = 0}. S3 se arate cd lim R(2) = R(«).
VA4
Dacd grad P = m, grad Q = n, atunci:
o daca m>n
R() = 0 dacam<n
€ C* pentru m=n

| Aplicatia exp : C - C data de:
expz = e?, z€C

Sd se demonstreze ca lim @ = @ si cd nu exista lim e?.
VARd?4 Z—>00
Pentru demonstrarea primei afirmatii se tine cont de teorema:
Fie @ € C fixat. Sirul de numere complexe (z,,)nen+ cU termenul general dat de z,, = (1 + a/n)" este convergent. Limita sa se va
nota e%.
Tntrucat functia exponentiald este periodic3, exp(z + 27i) = exp z, nu existd lim e?.

Z—00

u Se definesc functiile trigonometrice complexe:
1° Functia sinus:  sin:C - C,
. elZz _ @iz
SInz = T
78 Functia cosinus: cos:C - C,
elZ + e—lz
COSZ = T

Sa se demonstreze ca functiile trigonometrice complexe astfel definite sunt prelungiri ale functiilor omonime reale.

Fie x € R. Avem: e = cosx + isinx i e ™ = cosx —isinx.
Adunand si scazand cele doua relatii, se obtin pe rand:
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@ix — e lx
sinx = ——

2i
eix_'_ e—ix
cosx = -
20

[ | Sa se demonstreze ca urmatoarele relatii sunt valabile pe intreaga multime C.
1° sinz+cos?z=1, Yz €C (formula fundamentald a trigonometriei);
2° sin(z; + z,) = sinz; cos z, + sinz, cosz; , Vz;,z, € C;
3° cos(z; + z,) = cos z; cosz, —sinz; sinz, , Vz,,z, € C;
40 cos(m2 —z) =sinz , Vz € C.

[ | Aplicatia tan: C \ {(2k + 1)7t/2 | k € Z} - C, data de:
sin z
tanz = , VzeC,

1° Functia sinus hiperbolic: sh:C-C,
eZ — @ %
shz = T , VzeC.
2° Functia cosinus hiperbolic: ch:C-C,
e+ e ?
chz=——, VzEeC.
2
| Fie z € C*. Sa se rezolve ecuatia: e¥ =z

Dacaw=u+iv, u,v €R, v € [0,2n),iarz =x + iy, x,y € R, se obtine sistemul:
et cosv =x
{@“ sinv =y
Pentru v & {m/2,3m/2}, prin impartirea relatiilor, obtinem tanv = y/x, de unde v = arctan(y/x) + km, k € Z.
Astfel v=argz+km, k €Z.
Pe de alt3 parte e?" = x? + y2, de unde e* =|z|sau u=In|z|
Cazurile particularex = 0,y > 0six = 0,y < 0 ducla v = /2 respectivv = 3m/2.
Astfel s-a obtinut multimea solutiilor:
{ln|z| + argz + km, k € Z}.

| O functie F: D — P(C) se numeste functie complexd multivocd daca D € C si P(C) este familia partilor (submultimilor)

lui C.
Aplicatia Ln : C* — P(C) data de:
Ln (z) ={ln|z| +iargz + kmi, k € Z},
Aplicatia In: C' >Cdatide Inz=In|z| +iargz,
se numeste ramura principald a functiei Ln (pentru k = 0).
Sa se calculeze:
1° Ln(-1+iV3);
20 (=D
3° sin(m + iln 7).

1° Avem: |(=1+ iv3| = 2 siarg(—1 + iv/3) = 2m/3, astfel ca:
In(-1+i/3)=In2 +i(2n33 +kn), k € Z.

Mai departelIni =i-m/2,In(—1) =i- n,ln(l + i\/§) =In2 4+ i-m/3.

2° (-1 L =etCDT = e 10D parn(—1) =Inl+i (7 + kn); k € Z.

Deaici (—1)7! = e {"kD = cos(m + k ) — isin(m + k ) = (—1)**! = {-1; +1}.

30 sin(m+iln7) = 1/Q2i)[e™e 7 — e~ 7] = 1/(20) (=3 + 7) = —24i/7.

[ | Fie @ € C. Aplicatia z € C* » z% € P(C) data de:
Z(l — @[l Lnz
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[ | Fie z € C fixat. Sa se rezolve ecuatia:
sinw = z.

Se obtine @ — e~ = 2iz. Notdm e = u si astfel din ecuatia de gradul al doilea gésim radacinile:
u, =iz — V1 — 22, respectiv U, =iz + V1 —2z2.

De aici iw = Ln (iz — V1 — z2) sauw = —i Ln (iz — V1 — z2). Cum uyu, = —1 avem w; + w, = im.

Astfel s-a obtinut multimea solutiilor: —i Ln (iz — m).

| Aplicatia Arcsin : C - P(C) data de:

Arcsinz = —iLn (iz — \/i)’
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J(2) pentru z € C*
o pentru z € {0, o}

Jo () =

| Functia

K:G-C,GcC\{e )}

0 eER,

K(z)

(1 — eifz)2
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[ | Sa se calculeze Ln (1 + i).

In(1+i)=In2/2 +i(n/4+ kn); k €ZL.

| Sa se rezolve ecuatiile:
1° z8+(i+1)z3+i=0;
2° e te? =—1+1i;
30 cos?z3=-1.

1° z3=u; u =1i;

72 e’ =u; z*=Lnu;

3:

30 cosz3 = —i,cosz3 =i; z3 = Arccos (—i), z3 = Arccos i .

| Fie U = U(0,1). Sa se arate ca functia dy: U X U = R, data de:

d 1 Z1 — Zy
h(Z1;Zz)—Eln 1+[———|)— In{1+

1—27;2,

Z1 — Zy

)|

1-2z127,

Se poate folosi monotonia functiei: r:(0,1) >R, r(x) =1+ x)/(1 —x).
| Sa se arate ca: lim 322 = 1,
z-0 Z

Fie z, = x, + iy, , Xn, Y € R. Se calculeaza:
: sin(xn + iyn)
lim @————.
Cenyn)—(00) X, + LY,
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Anexe

Transformari de coordonate prin functii complexe

[ ] Se considerd multimile: A={z€C|Rez=a}, B={z€C|Imz=b},undea,b € R

S& se determine imaginea acestor multimi prin functia f: C > C, f(z) = z2.

Pentruz = x + iy, x,y € R avem: w=f(z)=x?—y?>+2xyi=u+iv.
Fie a € R fixat. Pentru z € A avem x = a de unde u = a® — y? si v = 2ay. Elimindm variabila y. Pentrua # 0 avem y = v/(2a)
de unde gasim curba:
u=a?—v?/(4a?).
Aceasta reprezinta o parabola.
Dacda = Oatunciv =0siu=—y?,y €RR.

v A f- Ay ﬁA}
A ST T, —_— 2a
O i X y 7
— 1 2a

Pentruz € B avemy = b de unde u = x? — b? si v = 2xb. Se eliming variabila x. Pentru b # 0 avem x = v/(2b) de unde gisim
curba (locul geometric dat de perechea (u, v)):

u = v?/(4b?) — b?
reprezentand o parabold. Dacd b = 0 atunciv = 0siu = x?, x € R.

f
v A T T A f(B)
L b I B L
0  x -2b 0 2:_')/ P
—bz/
L~

Observatie. Dreptele reprezentate prin multimile A si B sunt perpendiculare. Se poate observa usor ca tangentele in punctul de
intersectie a celor doua parabole, f(A), f(B) sunt tangente.

| Sa se determine imaginile multimilorr A={z€C|Rez=a}, B={z€ C|Imz =b},undea,b € R,
prin functia f: C > C, f(z) =1/z.

Pentruz = x + iy,x,y € R avem: w=f(z)=x/(x*+y?) —yi/x*+y*) =u+iv, u,veR
cuu=Ref =x/(x?2+yHiarv=Imf = —y/(x* +y?).
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Fie a € R fixat. Pentru z € A avem x = a de unde u = a/(a? + y?) siv = —y/(a? + y?). Elimindm variabila y. Pentru a # 0
avem v/u = —y/a de unde gasim curba:

u?+v?=u/a
reprezentand cercul de centru (1/(2a),0) siraza 1/(2a). Dacda = 0 atunciu =0siv=—-1/y, y € R"

¥ A f Ay _ﬁA)

Analog pentru multimea B. Fie b € R fixat. Pentruz € B avem y = b de unde u = x/(x? + b?) siv = —b/(x? + y?).

Pentru b # 0 gdsim u/v = —x/b. Eliminam variabila x si avem curba:
u? +v? = %
reprezentand cercul de centru (0, 1/(2b)) siraza 1/(2b). Daca b = 0 atunciv =0siu = —1/x, x € R".
Mo A R
1/(2b)

| Sa se determine imaginile multimilor: A={z€C|Rez=a}, B={z€ C|Imz =b},undea,b € R,
prin functia f: C = C, f(z) = e”.

Pentruz = x + iy, x,y € Ravem: w=f(z)=e*cosy+ie*siny=u+iv, u,v ER,
cuu=Re f =e*cosyiarv=Imf = e*siny.
Fie a € R fixat. Pentruz € A avem x = ade undeu = €*cosy siv = e*siny.
Eliminam variabila y de unde gdsim curba:
u? + v? = e?9,
reprezentand cercul cu centru in origine si raza e?.

¥y J }c F U ﬁ/"l)

Analog pentru multimea B. Fie b € R fixat. Pentru z € B avem y = b de unde u = @* cos b si v = e* sin b. Eliminam variabila x.
Pentrub # /2 + km , k € Z avem v/u = tan b reprezentand drepte care trec prin origine avand panta b.
Dacab € {m/2 + km, k € Z} atunciu = 0 5i v = ¥, x € R, pentru k par, respectivv = —e*, x € R, pentru k impar.

VA f Tl-‘ ﬂB)

~ ‘/I b
- 0
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Transformari de coordonate prin functii complexe. Exercitii

[ | S& se determine imaginea multimii A = {z € C, Jm z = 1} prin functia f(z) = z? + z + 1.

Imagine este o parabola.

[ | S& se determine imaginea multimii B = {z € C, Re z = 1} prin functia f(z) = z% — z.
Parabola.
| S& se determine imaginea functiei w = f(z) = z?2 prin multimile:

C={z€eC: |z| =1ry> 0}, r,fixatsi
D={zeC: argz = a,}, q fixat.

Imaginile sunt un cerc, respectiv o dreapta.

[ | Sa se determine imaginea functieiw = f(2) = i,z # 0 prin multimile:
C={z€eC: |z| =ry>0}, ryfixatsi
D={zeC: argz = a,}, a, fixat.

[ | Sa se determine imaginea multimii S = [0, i] prin functia f(z) = e?’.
_ N2
| Se considera functia J: C\ {0} - C, J(2) = %(z + i) Daca w = J(z) sa se arate ca x—i = (ﬁ) . Folosind scrierea in
forma trigonometrica a lui z, sa se determine Re | si Jm J. Sa se determine apoi imaginea multimilor:
a) au (0,1); b) {zeC: Rez=0,1<Imz< o} c) aU (0,1y), 1 fixat;
d) U(o,1); e) {zeC: 0<Rez<1, Imz=0} ) {zeC: argz = 6,}, 6y > 0, fixat.
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Functii omografice

| Fiea,b,c,d € Ccuc # 0siad — bc # 0. Aplicatia h: C\ {—d/c} —» C} data de:

h()_az+b +—d/
Z_c +b z <

Fie A,C € Rsi b € C. Multimea punctelor z € C pentru care:
Azz+Bz+Bz+C =0,

Functiile omografice transforma cercurile in sens larg in cercuri in sens larg.

Fiew = h(z) cu Azz + Bz + Bz + C = 0. Prin inlocuirea lui z = _Civw_;b
A1zZ+Byz+BZ+C; =0,cud,,C; € RsiB; €C.

Mai exact, infinitul nu se poate afla pe niciun cerc propriu-zis. Cum h(z,) = o (z, = —d/c fiind polul) avem un criteriu clar de
stabilire a imaginii unui cerc in sens larg. Daca acesta contine polul, imaginea sa va fi o dreapta, in caz contrar, va fi un cerc
propriu-zis. Exista situatii cand se cere imaginea unui arc de cerc, a unei semirepte sau a unui segment. In toate aceste situatii se
va considera cercul de suport, respectiv dreapta de suport pentru a aplica criteriul mai sus mentionat.

se obtine:

Observatii.
1° Functia omografica se poate extinde astfel: h: Co = Cy, prin:
h(z) pentru z € C\ {—d/c}
h(z)={ © pentru z=—d/c}
. pentru zZ=00
2° Dacd A = 0 cercul in sens larg se transforma intr-o dreapta (cerc cu raza infinitd) iar pentru A # 0 cercul in sens larg se

transforma intr-un cerc propriu-zis (cerc cu raza finita).

[ | Functiile omografice pentru care a, b, ¢, d € R transforma axa reala in axa reala.
Reciproc, daca functiile omografice transforma axa reala in axa real3, atunci a, b, c,d € R.

Daca a, b, c,d € R atunci evident h(z) € R pentru orice z € R\ {—d/c}.
Reciproc, se impune ca h(x) = h(x), pentru orice x € R.

| Functiile omografice pentru care a, b, c,d € R si ad — bc > 0 transforma semiplanul superior in semiplanul superior.
Reciproc, daca functiile omografice transforma semiplanul superior in semiplanul superior, atunci a, b,c,d € Rsiad — bc > 0.

Fiez=x+iycux,y E RsiJmz =y > 0.AvemIm h(z) = [ay(cx + d) — cy(ax + b)]/[(cx + d)? + y?] > 0.
Reciproc, folosind propozitia anterioara si daca se impune Jm h(i) > 0 gasim ad — bc > 0.

| Functiile omografice de forma
T2 ZO
h(z) =e ,
1 —
transforma discul unitate in dISCU| unltate.
Reciproc, daca functiile omografice transforma discul unitate in discul unitate, atunci sunt de forma indicata anterior.

0 ER,|zy| <1,

Fiew = h(z) = el 2= ZZD 6 € R, |ZO| < 1. Este usor de aratat cd din |z5] < 1 avem |w| < 1.

= 1. Gasim:

Reciproc, fiew = h(z) =

la|?> + abz + abz + |b|2 Ic|? + cdz + ¢dz + |d|?, pentru orice z cu |z]| = 1.
Se obtine sistemul
{ lal? + |b]? = [c|* = |d|* = 0
ab = cd.
Dacaa = 0 atuncid = 0si |b| = |c|, astfel caw = :’—Zde unde |w| = éceea ce duce la contradictie, intrucat |z| < 1 implica

. A . b . = . = A S
w| > 1.Ramane a # 0sid # 0. Avem £= =, valoare comuna ce o vom nota A. Atunci ¢ = a4 si b = Ad. Inlocuind in prima
a da
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az+Ad

egalitate a sistemului gasim (1 — |1|?)(Ja|? — |d|?) = 0. Dac3 |A| = 1 aicd A = %, atunci forma functiei w = —— = 1 duce la
contradictie (am avea |w| = |A| = 1, pentru orice |z| < 1). Ramane |A| # 1 si |a| = |d]|. Exista atunci 8 € ]R?ncét% = e?. Din
bijectivitatea functiei h existd z; cu |zy| < 1incat w = h(zy) = 0. Evident z, = —1 g. Am gasit astfel forma functiei:
d
aztiy 0 Z— 2o
h(Z) =-Sa = .- e ———
da Az+1 1-1zz

M e46tKuXA  Functiile omografice de forma:
. Z—Z
h(Z)Z@m—_O, a € R, Imzy >0,
1-2,
transforma semiplanul superior in discul unitate.
Reciproc, daca functiilor omografice transforma semiplanul superior in discul unitate, atunci sunt de forma indicata anterior.

Fiew = h(z) = @i“% , @ €ER, Jm z, > 0. Este usor de aratat ca dinIJm z = 0 avem |w| < 1.
—40
. . b . . . . _ .
Reciproc, fiew = h(z) = 'Z:d. Pentru inceput impunem ca din Jm z = 0 sd avem ww = 1. Obtinem:

la|?x? 4+ abx + abx + |b|? = |c|*x? + cdx + édx + |d|?, pentru orice x = Re z.
Se obtine sistemul:

lal = |c|
|b] = |d]
Re (ab) = Re (cd)
Dacd a = 0 atunci ¢ = 0, imposibil. Din bijctivitatea functiei h exista z, cu Im z, > 0 incat w = h(z,). Evident z, = —g , a+0.
Mai mult exista uy cu Imuy < 0incatw = h(uy) = oo. Evident uy = —%. Din prima egalitate a sistemului deducem existenta

unui a € ]R?ncét% = el® Am gisit astfel forma functiei:

aZzty . Z—2Zg
h(z) = — Z = e'@ :
Z —
CZ + E Ug
Ramane de aratat ca u, = Z,. Din a doua egalitate a sistemului avem |z,| = |ug|. Conditia |[w| < 1 se scrie |z — zy| < |z — u,
pentru orice z cu Jm z = 0. Punand z = 1 si apoi z = —1 se deduce Re z; < Re u, respectivRe z, = Re u,.
| Fie z4, z», 23, z4 € Cdistincte. Valoarea
Z1 —Zp 23— 2y
: €C
Z1 —Z4 23— Zs
se numeste biragport si se noteaza (24, z,, Z3, Z4.).
Observatie.
1° Se observa ci prin permutdri circulare avem (24, 21, 23, Z3,) = (24, 2, Z3,24) "L §i (23, 24, 21, Z2) = (21, Z3, 23, Z4).
2° Biraportul se poate defini si daca unul dintre puncte este co. Spre exemplu, daca z; = oo atunci fractie in care apare z, se
q v 71 Z—Z Z3—2Z,
considerd lim =—=2 = 1. Astfel (zq, 2, 73, 2,) = =—=.
Z—Zq Z—Z4 Z3—2Z2

Functiile omografice conserva biraportul.

Se verific prin calcul ¢3 (24, 2, 23, 24) = (h(21), h(22), h(23), h(z4)).
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Functii omografice. Exercitii

. +i . . .
| Fie h(z) = % Sa se determine imaginea axelor prin h.

Polul transformarii este z, = 1. Deoarece polul se afla pe axa absciselor, acesta se va transforma intr-o dreapta. Alegem doud
valori, spre exemplu z; = 0siz, = 2. Avem h(0) = —isi h(2) = 2 + i. Se putea alege si z, = © cu h(®) = Zh_)rglO h(z) = 1.
Imaginea axei absciselor prin h va fi atunci dreapta care trece prin punctele A(—1) si B(2 + i). Evident 1 € AB.

Deoarece polul nu se afla pe axa coordonatelor, acesta se va transforma intr-un cerc.

Alegem treivaloriz; = 0, z; = isizg = —i. Avem h(0) = —i, h(i) = 1 —isi h(—i) = 0. Se putea alege si z,, = % cu h(w) =
lim h(z) = 1. Imaginea axei coordonatelor prin h va fi atunci cercul care trece prin punctele A'(—i), B'(1 — i) si 0(0). Evident

Z—00

1€ A'B'O.

[ | FieD ={z€C: |z| <1,Rez > 0}sih(z) = ﬁ . Sd se determine h(D).

Frontiera domeniului D este compusa din F; = {z € C: |z| = 1,Re z = 0} (semicercul unitate din cadranele I i [V) si F, =
{zeC: |z| <1,Rez =0} (segmentul de pe axa ordonatelor, adica | — i, i[). Altfel scris, 0D = F; U F,.

Imaginea lui D prin h va fi atunci reuniunea imaginilor prin h a lui F; si F.

Polul transformarii h (rddacina numitorului) este z, = i. Polul se afla atat pe suportul (cercul unitate) lui F; cat si pe suportul (axa
ordonatelor) segmentului F, astfel cd oo € h(F;) si © € h(F,). Ambele multimi de suport se vor transforma atunci in drepte.
Ramane sa determinam ce portiuni din aceste drepte reprezinta h(F;) si h(F,). Pentru aceasta calculam niste valori intr-un tabel.
Avem —i,1,i € F; si h(—i),h(1),h(i) € h(F;). Apoi 0,i/2 € F, si h(0),h(i/2) € h(F,). Reprezentand toate aceste valori, vom

gasi h(dD).
-
h / (D)
< A

] X 0 i

Ramane sa stabilim care dintre cele doua domenii este h(D) folosind proprietatea transformarilor omografice de conservarea
orientdrii domeniilor.

partea stanga.

Un domeniu orientat pozitiv se transforma omografic intr-un domeniu orientat pozitiv.

| Sa se determine transformarile omografice w = h(z) pentru care:
h
Rez<0-|lw—i|l<2.

Se va folosi e46tKuXA . Prin substitutia z; = —iz punctele pentru care Re z < 0 se transforma in Jm z; > 0.
Prin transformarea w; = @i“%cu a € RsiJm z, > 0 se obtine |w;| < 1. Prin substitutia w; = (w, — i)/2 punctele pentru
1740

care [wy| < 1 se transforma in |w, — i| < 2. Acum se exprima w ca functie de z si se obtine

5 ic —iZ2—2 5 i 1Z+2 5 q
w, =2w; +i=2e""—2+i=2e"*—2+i,cua € RsiJmz, > 0.
—iz—2z, iz—2zg

[ | FieD={z€eC: |z| <1, Imz>0}sih(z) = % Sa se determine h(D).

Polul z, = 2i se afla pe prelungirea segmentului [0, i].
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[ | FieD={zeC: |z| < 1,%” < arctanz < 2m}si h(z) = % Sa se determine h(D).

Polul zy =i € dD.

[ | Fie h(z) = §—+; Sa se determine imaginea celor patru cadrane prin h.

| Sa se determine transformarile omografice care transforma discul unitate in semiplanul superior.

Se determina inversa functiei din proporzitia e46tKuXA .

| Sa se determine transformarile omografice w = h(z) pentru care:
h h
1° Rez>0 - |lw—1|<1; 2° lz—1i| <1 & |w| < 2;
h h
30 lz+il<1 - |w+1]<1; 40 |z—al<b »Imw<0, ab€R,b>D0.

19  elZ% 9 4 eRIMzy>0.

iz—2zg
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Derivata unei functii complexe

Derivabilitatea functiilor complexe este, in principiu, similara cu cea a functiilor vectoriale de variabila reala.

Tn cazul functiilor complexe (de variabild complex3) exista proprietati specifice. Teorema CAUCHY-RIEMANN este un rezultat
esential.

Sa mai mentionam un aspect. Fie f: [—1,1] - R, f(x) = |x|. Functia f este continud pe [—1, 1] si derivabila pe [—1, 1] \ {0}.
Pentru functii complexe poate pdrea surprinzator urmatorul rezultat:

Fie g: U(0,1) — C o functie continud pe U (0, 1) si derivabila pe U(0, 1) \ {0}. Atunci g este derivabila in z, = 0!
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Functii complexe derivabile

| Fie I € R nevida si ty, € I. Functia r: I — C se numeste derivabild in t, daca exista limita si:

not
, (b)) —7(to)
r'(ty) = tlLrg ? eC.

Daca se scrie r(t) = u(t) + iv(t),t € I, incat u, v:I - R, atunci r este derivabila in t, daca si numai daca u si v sunt derivabile
intysir'(ty) = u'(ty) + iv'(ty).

Demonstratia este evidenta.

| Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:

1° r:[0,1] = [z, 2z1], v(t) = (1 — t)zy + tz,,t € [0,1],2,,2, € C.
29 r:[0,1] = C, r(t) = 2™, t € [0,1].

30 rR-C, r(t) = (t+i)? +eli, teR.

1° r'(t) =z, —zy, t €[0,1].
7 r'(t) = 2mie®™t, t € [0,1].
30 r'(t) = 2(t+i) +e'i, t eR.

| Fie G € C nevidd si z, € G. Functia f: G — C se numeste derivabild in z, € G daca exista limita si:
fI(ZO)nOt llm f(Z)_f(ZO) € C .

= z-2z 4

Sa se demonstreze ca regula de calcul a derivatelor functiilor polinomiale reale se pastreaza pentru functiile polinomiale
complexe. Astfel, dacd avem f:C - C, f(2) = apz™ + an_12" 1 + -+ a,z + a,, atunci:
f'(zo) =napzd 1+ (n—1Dap_128 2+ +2a,z+a; .

| Fie K = R sau K = C. Aplicatia T: C — C se numeste K-/iniard daca:

T(az; + fz,) = aT(z,) + BT(z,), pentru orice a, B € K, z;,2, € C.

Sa se demonstreze ca o aplicatie T: C — C care este C-liniara este si R-liniara.

Demonstratie evidenta.

| Sa se arate cd aplicatiaT: C —» C, T(z) = Re z este R-liniara dar nu este C-liniara.

AvemT(i-1) #i-T(1).

[ | Se considerd o aplicatie de formaT:C > C, T(z) =a-Rez+ b -Imz.

1° Sa se demonstreze ca aplicatia este R-liniara.

2° Sa se arate ca aplicatia este si C-liniard daca si numai daca b = ai.

| Aplicatia T: C — C este C-liniard daca si numai daca existd a € C incat T(z) = az, pentru orice z € C.

Daca T(z) = az, a € C atunci se verifica relatia:

T(B1z1 + B223) = 1T (z1) + B.T(z,), pentru orice B4, B, € C, 2z, 2, € C.

Reciproc, din aditivitate avem T(0) = 0. Apoi alegind z, = 0 gasim T(B8z) = BT(z), pentru orice $ € C,z € C. Punem z = 1,
de unde T(B) = BT(1). Se alege: a = T(1).

| O aplicatie T: C — C este R-liniard daca si numai daca exista a, b € Cincat T(z) = az + bz.
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[ | Fie K = Rsau K = C. Functia f: G = C se numeste K-diferentiabild in z, daca exista o aplicatie T: C = C care sa fie K-
liniara si:
lim f(2) = f(z0) —T(z — z)

-2 |z - ZoI

= 0. (1)

Observatii.
1° Tn definitia precedentd s-a urmarit analogia cu urmatoarea afirmatie: f: R — R este derivabild in x, € R dac4 si numai
daca exista o aplicatie R: R — R liniara incat:

f () = f(x0) = R(x = Xo)

lim = 0.

X=X |x = xo
Aplicatia R: R — R este liniara daca si numai daca existd d € R incat R(x) = dx, pentru orice x € R. Desigur, d = f'(x,).
2° n aceastd definitie sunt continute ambele notiuni, atat cea de R-diferentiabilitate, cat si cea de C-diferentiabilitate.

Legatura dintre acestea este data de relatia intre R-liniaritate si C-liniaritate. Evident atunci, daca o functie este C-diferentiabila
in z, atunci este R-diferentiabila in z,. Se pune problema reciprocei.

Fie G € C deschisa, f: G = Csi zy € G. Atunci f este C-diferentiabild Tn z, daca si numai daca exista o aplicatie T: C — C care sa
fie C-liniara si o functie g: G — C continua in z, cu g(z,) = 0 astfel incat:
f(2) =f(zy) + T(z—2zy) + g(2) - |z — 2|, pentru orice z € G. (2)

Presupunem ca f este C-diferentiabild in z,. Existenta aplicatiei C-liniare T: C — C este asigurata prin definitie.
Functia g: G = C continua in z se construieste in mod natural astfel:
f(@) = f(z0) —T(z — 2)
g9(2) = |z — zg|
0 , daca Z =z,
Reciproc, din existenta aplicatiei C-liniare T: C — C si a functiei g: G — C continua in z, pentru care sa aiba loc relatia (2) trebuie
aratat ca are loc (1). Aceasta se poate deduce cu usurinta (vezi B6WsWT6r)

, dacaz € G\ {zy}

Observatii.
1° Din demonstratia propozitiei precedente de poate deduce echivalenta dintre notiunea de derivabilitate in z, in C-
diferentiabilitate in z, a unei functii complexe. Aplicatia T: C - C C-liniara are forma T(z) = Z—); (zo)z.
2° Functia f admite derivate partiale in (xg, yo) daca si numai daca u si v admit derivate partiale in (xq, ) si au loc
egalitatile:
af du
x (20) = (Zo) + l (Zo)
af au
@(Zo) = c’)y( 0) + l (Zo)
Simbolic avem: fx =ux +ivesi f, =u, +iv,.
30 Se considera urmatoarele notatii:
af not 1 af
L) = 5 [ o) - i @)
af not 1 af
L) = 3 [0+ )

Simbolic avem: fr=(f—if)/2 si fz = (fe +ify)/2. Se obtin relatiile:
fe=1f+ fzsify = (fz — f2L
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Teorema CAUCHY-RIEMANN

| (Teorema CAUCHY-RIEMANN). f: C = C este derivabild in z, € C daca si numai daca f este R-diferentiabila in z si

of _
27 (z9) = 0.

Presupunand ca f este R-diferentiabild in zy, avem g: G — C continud in z, cu g(z,) = 0, a,b € C astfel incat:

f@) =f(z) +a - (x=x0)+b-(y—=y0) +9(2)-|z— 2z,
pentru orice z € G. Alegem z = (X, y,) € G; prin trecere la limitd z - zy avem x — x, astfel cd a = f.. Alegand z = (x,,y) €

G, prin trecere la limitd z — z, avem y — y, astfel cd b = f,,. Conditia % (20) = O0sau f +if, = 0 ducelab = ai, deci f este C-

diferentiabila.

Reciproc, dacd f este derivabild in z, atunci este C-diferentiabila in z, si implicit R-diferentiabila in zy. Mai mult, din identitatea:
af ,

a—Z_(Zo)(Z_Zo)=a'(x_x0)+b'(y_3’0): z=x+1y

gasim b = ai, deci %(ZO) =0.

Conditia % (zy) = 0 revine la sistemul:

( ou_ ov
du dv
5= =
Derivata unei functii complexe este data de:
F/(a0) = o (20) = o z0) + £ (z0).
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Teorema CAUCHY-RIEMANN. Exercitii

[ | Sa se studieze derivabilitatea urmatoarelor functii:
1° fi€C->C", f(z) =expz=e*VzE€C.
2° Functiile “sinus”, “cosinus’’, “sinus hiperbolic”’ si “cosinus hiperbolic”.

30 f:C->C, f(2)=z>+Imz.
40 f:C->C, f(z)=2z%+Imz>

19 f'(20) = ZL(29) = = (e*(cosy + isiny))(zp) = € (COSY +Isny)| = f(z,),
Z=Zy
pentru orice z, € C.
Asadar: (e?)’ = %, pentru orice z € C.
2° (sinz)' = %(@"z + @iz)’ = (@iz + @iz)/Z = cos z, pentru orice z € C. Analog (cos z)" = — sin z, pentru orice z € C.

Mai mult, (sh z)" = ch z si (ch z)' = sh z. Functiile exp , sh, ch sunt olomorfe pe C.
30 u=Ref =x%—y?+ysiv=7Imf = 2xy. Conditile CAUCHY-RIEMANN devin:
2x = 2x
{—Zy +1=-2y.
Sistemul neavand solutie, rezulta ca functia nu este derivabila in niciun punct.
40 u=Ref =x?—y%+2xysiv=7Imf = 2xy. Conditile CAUCHY-RIEMANN devin:
2x + 2y = 2x
{—Zy +2x = —2y.
cu solutia (x,y) = (0, 0); functia este derivabild numai in punctul z, = 0.
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Functii monogene

[ | Fie functia complexa f € F(D, C) si z; € D. Atunci functia complexa de variabild complexa:
f(2) = f(20)
p EF(D\{z} O, pl2)= — s
0

punctul z, al functiei f are limita Tn punctul z,.
Daca functia complexa

#db2
http://vignette3.wikia.nocookie.net/math/images/2/22/Capitole de matematici speciale %28Cr%C4%83ciun%29.pdf/revision/I
atest?cb=20160827131322&path-prefix=ro pag. 149
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Integrabilitatea functiilor complexe

Integrala complexa se va defini ca un caz particular al integralei RIEMANN-STIELTJES. Mai exact, se va integra o functie
continua in raport cu o functie cu variatie marginita.
Din teoria integralei RIEMANN-STIELTJES (RS) se reamintesc cateva rezultate. Fie u;, u,: [a, b] - R. Daca u, este integrabild
(RS) in raport cu u, atunci si u, este integrabild (RS) in raport cu u, si are loc formula de integrare prin parti:

b b 5

fuluz + J-uzul =tz
a a
Cateva criterii suficiente de integrabilitate (RS) sunt urmatoarele. Daca u, este integrabila RIEMANN si u, este lipschitziana

atunci u, este integrabila (RS) in raport cu u,.
Daca u, este continua si u, este monotond, atunci u, este integrabild (RS) in raport cu u,.
Daca u, este continua si u, este cu variatie marginita, atunci u, este integrabila (RS) in raport cu u,.

a
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Integrala unei functii complexe de variabila reala

[ | Fiefg[ab]—>(Ccuu—32ef v—ilmfiarp Reg, q= iImg

STIELTJES in raport cu func'gule p.q:la, b] — R. Valoarea integralei este numarul complex definit astfel:

b b b
ffdg fudp fvdq+i J.udq+fvdp
a a

Fie f,g:[a,b] - C Daca f este continud si g este derivabild, atunci f este integrabild RIEMANN-STIELTJES in raport cu g si:

f fdg = f @) g'(0) de .
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Spatiul R"
[ | Fiex = (x4, X3, .o, Xk), ¥ = (¥1, V2, -, Yi) € RE. Definim distanta dintre puntele x, y ca fiind numarul pozitiv:

dx,y) =1 —y1)? + (3 — ¥2)* + (e — vi)%

Distanta dintre puntele lui R¥ posed proprietatile:
1° dx,y)=0 ox=y;

7 d(x,y) =d(y,x), Vx,y € RF;

30 d(x,z) <d(x,z) +d(y,z), Vx,y,z € R,

Primele doua proprietdti sunt usor de demonstrat. Pentru cea de-a treia, fie x = (xq, x5, .., Xx), ¥ = V1, V2, -, Vi), Z =

2
(21,22,..,2) € R¥. Utilizand inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz ( kK oa? -k BE> (Z’i;l aiﬁi) ), obtinem:

K K K K
[dx,2) +d(y,2)]*= ) (x;—2z)*+ ) (yi—z)* ++2 (xi—z)% ) (vi—2)?=
Cimedit ) )

K X . )
> ;(xi —z)* + ;(Yi —-z)>+2- ;(-xi —-z) (v, —2z) = ;(xi — )% = d%(x, y).

| Definim pe R¥ adunarea si inmultirea cu un scalar astfel:
Dacd x = (x4, %X, ., %), ¥ = (Y1, V2, -, Yi) € REsit € R, atunci:
x+y=(x1+y1, X2+Y2, ., X+ Vi) tx = (txq, txy, ..., txy) .

Fata de aceste operatii, R¥ se organizeazé ca un spatiu vectorial real.

Trebuie demonstrate proprietatile:
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1° x+(y+2z)=(x+y)+z Vx,yzeRF vee e e (asociativitatea adunarii) )

2° 30=(0,0,..,0) e R*a.l.x + 0 =x, Vx € RF (existenta element neutru la adunare) ! X )
k k-« _ _ L ¢ (R* +) grup comutativ

3° VxeR*,I(—x)eR*al x+(—x) =0..cc.cee et ve ves ev eee e ... (€XiStenta opusului)

40 X+y=y+x VX, YyERF e J

5° t-(x+y)=t-x+t-y, Vx,yeRF, vt eR.

6° (t+s)-x=t -x+s-x, Vt,s ER, Vx € R¥

7 (t-s)-x=t-(s-x), Vt,s ER,Vx €RF

8° 1-x=x, Vx€Rk,

<t we - ... (comutativitatea adunarii)

(0,0)

| Definim norma unui vector x = (X, X5, ... X;) € R ca fiind:

x|l = d(x,0) =

Sa se demonstreze ca norma unui vector satisface axiomele specifice din definitia normei pentru un spatiu metric:
1° |x]| =0 © x=0.

29 lt- x|l = |t] - ||x|l, Vt € R, Vx € R

3° lx+y Il < llxll + Iyl ¥,y €R" (inegalitatea triunghiului).

Demonstratia este evidenta. Pentru ultima afirmatie avem:
lx+yll=C+y) - G+y) = x> +2x-y+ yl* < llxl® + 2 llx]l - Iyl + llyli*> = (x|l + llylD?

Observatii.

1° Inegalitatea triunghiului se poate traduce in spatiul tridimensional prin faptul ca lungimea laturii unui triunghi este mai
mica decat suma lungimilor celorlalte doua laturi.

2° Din propozitia precedents rezultd ca (R, || - ||) este un spatiu normat real:

[ | Fie x,y,z € R® (sau R?); spunem c3 z este intre x si y si notdm cu x — z — y situatia in care:
d(x,y) =d(x,z) + d(y, z).
Multimea [x,y] = {z € R3: x — z — y} se va numi segment cu capete x si y.
Multimea [x,y) ={z€ R3: x— 2z —y Vx — y — z} se va numi semidreaptd cu originea in x si care trece prin y.
Multimea (x,y) = [x,y) U [y, x) se va numi dreaptd care trece prin puntele x si y.
Definitii similare se pot da pentru segmente, semidrepte sau drepte din R3.

Fie x, y € R3; atunci:

1° [x:}’] Z{(l_t)x+ty tE€ [011]}/

2° [xy)={(1-t)x+ty: t=0};

30 xy)={0-t)x+ty: teR}={x+t(y—x): t e R}

1° Fiet€[0,1]siz=(1—-tx+ty;atuncid(x,z) = |lx—z| =l tx—WI =t -l x—yllsidy,2) = lly—zl =1 -
t) |l x — y|| de unde rezultd: d(x,z) + d(y,z) = || x — y|| = d(x,y) sideciz € [x,y].
Reciproc, V z € [x,y], d(x,y) = d(x,2z) + d(y, z); fie

t = 2 € [0,1]
dxy) '~
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g
Z3 — X3 _ d(x, Z) _
y3—x3 d(xy)
de unde: Z3 =x3 +tys —txg = (1 —t)x3 + tys.
Similar, Zy=1—=t)xy, +ty,5ize = (1 —t)xy +ty;, deci z=(1-t)x+ty.

2° ze[x,y)©z€e[xy]lsauy€E[xz] = 3Ite[0,1]aiz=1—-t)x+tysaudase[0,1]aily=(1—s)x+ sz
Ultima egalitate se mai scrie: z = (1 = %)x I %y jart = % > 1.
Rezultd ca: ze[x,y)eo3dt=0aiz=>1—-t)x +ty.

30 ze(x,y)ezex,y)Ulyx) ©3dt=>0al.z=(1—-t)x+ty,undet=1—-s<1.

| Fiex® = (x{,x2,..,x2), ¥° = (v, ¥9, ..., y?) € RE. Numim:

1° Segment avand drept capete punctele x° si y° multimea: [x0,9°]={ x° +t(y° — x°): t €[0,1]}.

7 Semidreaptd cu originea in punctul x° si care trece prin y° multimea:  [x%,¥%) = { x® + t(y° — x°): t > 0}.

30 Dreaptd care trece prin punctele x° si y° multimea:  (x%,y°) = { x° + t(y° — x°): t € R} (ecuatia vectoriald a
dreptei).

Sa se demonstreze ca ecuatia dreptei descrisa anterior mai poate fi scrisa si sub formele:
— A0 0 0
xp=x1 +t(y1 —x1)

— 0 0o_ .0
1" X2 =% +t(2 = X2) € R (ecuatiile scalare sau parametrice ale dreptei)
P
X _Oxk + t(yx 0— Xk) .
20 X1—=X{ Xy =Xz Xpg— X
0 0o~ T .1_.0°
yi—y Yi—Y Yk = Vi

Demonstratia este simpla. Forma 2° se obtine din 1° prin eliminarea parametrului t.

[ | Un versor este un vector u € R¥ cu ||u|| = 1.

1° S& se arate ci versorii: u; = (1,0,0,...,0),u; = (0,1,0,...,0), ...,u;, = (0,0,0, ..., 1) formeaza o bazd in R¥ si ¢4 orice
vector x = (xq, Xy, ..., X} ) Se exprima in mod unic in functie de acesti versori sub forma:

X = xXquq + XUy + .-+ XU
2° Ecuatia unei drepte care trece prin x° si este paralel3 cu versorul u este:

x=x"+tu, teR.

Observatie. In cazul particular k = 3, deci in spatiul tridimensional, daci se noteazi cu a4, @,, @3 unghiurile formate de versorul u

X=X} Xp—x)  X3— X3

cos a, cos a, cosas

| Fie x,y,z € R3 puncte necoliniare si (x, y, z) planul care trece prin cele trei puncte; atunci:
(,y,z)={tx+sy+rz: t,s,reRt+s+r=1}%
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Seobserviciu € (x,y,z) ©3veE (x,y),IWE (x,2)alxi=xv+xWsauu—x=v—x+w—x Su=v+w-—=x.
Fies,t eRal.v=x+t(y—x), w=x+s(z—x).Atunciu=ty—tx+x+sz—sx=(1—-t—s)x +tx + sz

Observatie. Mai simplificat, planul care trece prin x, y, z este multimea:
N={u=tx+sy+(1—-s—t)z: s,teR}.
Deci ecuatia acestui plan mai poate fiscrisa: u=tx+sy+(1—-s—t)z: s,t € R.

[ | Fie punctele necoliniare A = (a,0,0), B = (0,b,0), C = (0,0, ¢). Sa se arate ca ecuatia planului care trece prin aceste
puncte este:
g + % + % —1=0. (ecuatia planului prin tdieturi)

Intr-adevar, ecuatia planului care trece prin 4, B, C este:
u=tA+sB+ (1 —-t—s)C = (ta,0,0)+ (0,sh,0) + (0,0,(1 —t —s)c) = (ta,sb,(1 —t — s)c).
Daca notam cu (x, y, z) coordonatele lui u obtinem:

x =ta

{ y =sb ,t,s €R.
z=(1—-t—-s)c

Se elimina parametrii t, s din aceste ecuatii.

| Definim produsul scalar sau produsul interior al vectorilor x = (x4, X5, ..., Xx), ¥ = (¥1, Y2, -.., ¥x) ca fiind numarul real:
k
(x,y) = zxiYi-
i=1

Produsul scalar pe R¥ posedd proprietatile:
(x,y)=Wx), Vxy€eR

(tx,y) = t(x,y), vV x,y € R¥, VteER;
(x+ y, z) = (x,2) + (y,2), V x,y,z € R¥;
(x,x) = ||x]|%, V x € RK;

1
|G| < lxl - Iyl < 5(I|X|I2 +1lyl®, VxyeRk
Vom demonstra numai ultima inegalitate:

Vx,y €ERF, (x—ty, x—ty) =0sau(y,y) - t> —2(x,y) -t +(x,x) =0, Vt E R;
deci discriminantul acestui trinom de gradul al doilea trebuie s3 fie negativ, de unde |(x, y)| < [lx]| - l|yll.

u (Relatia de ordine pe R¥). Fie x = (x1,%z, ..., Xi), ¥ = (1, Y2, -, Yx) € R¥; spunem cd x este mai mic decat y si notdm
x < y daca:
X1 < V1, X2 < V2, e X < Vk-

Sa se demonstreze ca relatia definita anterior este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva, deci este o relatie e ordine.

Se demonstreaza usor urmatoarele:
e x < x, Vx€RkK;

2° XSYAYy<x >2x=Yy;
3° X<yAN y<z =>x<z

Observatie. Relatia de ordine pe R¥ nu este totald; de exemplu (0, 1) nu este comparabil cu (1,0) in R?.
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Exemplu. in figura de mai jos este ilustrata o astfel de situatie in R?, unde x° este un majorant, iar y° este un minorant pentru
multimea A.

|
L —
I/ "
| ~
: f
'| \ . g
| ! |
| ~N A !
0] - —_— — —

Orice multime nevid3 si marginita superior (marginita inferior) din R*¥ admite margine superioard (margine inferioars).

Presupunem ¢ x° = (x{,xJ, ..., x7) € R¥ este un majorant pentru multimea nevid3 A.

Fied; ={a€eR: Ix=(a,xy..,x,) EA}

A4 este o multime nevida si marginita superior de x{’ in R. Rezulta ca exista X; = sup4; € R.

Rationam similar si pentru celelalte coordonate si gasim X5, ..., X, margini superioare pentru A, ..., Ay, respectiv.

Fie x = (X1, %3, ..., Xx) € R¥ . Rezultd imediat cd X este marginea superioard a multimii A. Similar se araté ca dacd A este
marginita inferior, 3 y = inf A.

Observatie. Trebuie remarcat ci, spre deosebire de R, in R¥, k > 2, nu ne putem apropia oricit de marginea superioara a unei
multimi cu puncte din multime. Astfel, in figura de maijos X = supAinsaVx € 4, d(x,x) =>r.

[ ] Fiex? € R¥sir € R, r > 0; multimea:
SO%r)={x€eR¥: d(x,x°) =|x—-x°|<r}

O multime 4 S R¥ este mérginitd daca si numai daca existd un numarr > 0a.i. A € 7(0,7) (sau ||lx|]| < 7, V x € A).

()  Presupunem ci A este mérginits; fie y° = (y2,y2, ..., ¥2) un minorant si x° = (x9,x2, ..., x2) un majorant pentru A.
Rezultd caV x = (xq, X3, ..., X) € 4, yl-0 <x; < xlp, vVi=12,..,k

si deci ca: lx;| < max{ |xlp , yl-0|} < max{ |xlp|, |yl-0|, i=1,2, ...,k}.
Atunci:
k
inz <k- max{ (xio)z,(yio)2 o i= 17, ...,k},
i=1
de unde: x|l < VEk - max{ |x?|, |yi0|, i=1,2, ...,k}.
Putem deci alege: r=+k- max{ |xlp , yl-0 , 1=1,2, ...,k}.

(&)  Presupunem ci existd un numarr > 0a.l. A € 7(0,7) sinotdim x° = (v, 71, ...,1),y° = (=1, -1, ..., —71).
Este evident cd y° este un minorant iar x° este un majorant pentru multimea A.

Observatii.

1° n cazul particular k = 3 sferele deschise sunt exact sferele geometrice pline fird “coaja”, iar sferele inchise sunt sferele
pline din spatiu.

Pentru k = 2, sferele deschise (inchise) sunt discurile geometrice deschise (inchise); in cazul k = 1 sferele deschise sunt intervale
deschise iar sferele inchise sunt intervale inchise, centrul fiind mijlocul intervalului iar raza fiind egala u jumatate din lungimea
acestuia.
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2° Fiex,y € R, x < y;atunci[x,y] S {z: x<z<y} in R? acest lucru poate fi ilustrat ca mai jos:

I
——
m
&

“d(e, z) +d(zy) =d(x. y)

D

T ~
oo s

{zeR*: 2 <z <y}

[ | Fie x° € R¥; o multime V € R¥ se numeste vecindtate a punctului x° daci existd un numarr > 0a.i S(x%r) c V.

Vom nota cu V(x®) multimea tuturor vecin&tétilor lui x°.
Observatie. V(x°) este o submultime a multimii P (R¥) a tuturor partilor lui R¥. Evident cd V x € R,V r > 0,5(x,7) € V(x).

Fie x? € R¥; v x € R¥ fie V(x) multimea vecinatatilor lui x. Atunci:
V) Vevx®D, vew =>wevx®;

V) VLV, eV =V, nV, € V(x%);

V) x%€evV, vV eV(x®);

V) VVeEVHE®, awevx®DalVev(x), VxeW;

Vs) Vy°#x° avevx®, awevyaivnw =g.

Vom schita demonstratia doar pentru ultimele doua proprietati:
(V,) OricarearfiV € V(x°) existd r > 0 asa fel incat S(x°,r) € V; atunci

W =38x%r) e v(x° si vxeW, d(x,x%) = |x —x°|| <.
Fier, =7 — |lx — x°|| > 0. Atunci:

VyesS(xr), dy,x®) =y —x° < lly —x |l +llx = xoll <my + llx = x°| =7,

deci: y € S(x° ). Rezults ca S(x,1) €S(x°% 1) SV ceeaceimplicaV € V(x).
(Vs)  Fiex® # y% atuncir = % d(x%y°) = % 1x® =y > 0.
Sx% 1) eV(x?), S(y°r) € V(y°) siintersectia celor doud vecinititi este vida. intr-adevir, dacd ar exista un element comun

x,atunci2 -7 = d(x%y%) <d(x%x) +d(x,y°) <r +7r =271, ceea ce este absurd.

Exemplu. in figura de mai jos V € R3 este un con plin cu varful in % iar x° este un punct in interiorul lui V; dup3 cum se poate
constata in figurd, V este vecinitate pentru x°, dar nu este vecinitate pentru y°.

| Fie x* € R¥; o familie de multimi V,(x%) € P(R¥) se numeste sistem fundamental de vecindtdti daca:
1° Vo(x?) € V(x°);
2° YV eV, IaWeV,(x)ailwcV.

Urmatoarele familii de multimi sunt sisteme fundamentale numarabile de vecinatati pentru un punct x = (x, x5, ..., X;) € R¥:

o {s(xr):nen}

b) {Hle(xi—%,xi+%):nEN*}.

161



Demonstratia este simpla.

Observatie. Utilitatea acestei propozitii se datoreaza faptului ca in practica este mai dificil de operat cu notiunea generala de
vecinatate; unele vecinatati, cum ar fi sferele, ofera simplificari ale rationamentelor.

[ | O functie f: N - R¥ se numeste sir de vectori in R si se noteazd f(n) = x™ = (x, x%, ..., x}'), Vn € N.
Sirurile de numere reale (X)) nen, (X nen, - » (X )nen Se vor numi sirurile de coordonate asociate sirului (x™) ey -
Ca si la sirurile de numere reale, se va folosi pentru sirul f notatia mai sugestiva f = (x™),,en Sau pur si simplu (x™). pentru a

indica multimea A € R¥ ca multime de valori pentru sirul f vom nota (abuziv!) (x™) € A.

¢:N->Nail g=foo.
Dacd notdm @(n) = I, V n € N atunci un subsir al sirului f este g = (x’n)neN, unde (I,,),en €ste un sir strict crescitor de
numere naturale.

Sa se demonstreze urmatoarele propozitii:

1° Pentru orice multime infinita de numere naturale N € N existd o unica bijectie strict crescatoare ¢: N = N.
2° Orice subsir al sirului f este restrictia functiei f la o submultime infinita N € N.
1° Fie N € N o multime infinita de numere naturale; deoarece N este nevida si relatia de ordine pe N este o relatie de buna

ordonare, exista un cel mai mic element [y al multimii N; multimea infinita N \ {l,} este nevida si deci are un prim element ;.

[ | Fie (x™),, € R¥ un sir de vectori si fie x € R¥. Se spune c sirul (x™),, converge la x dacé pentru orice vecinitate V €
V(x) existd un rang ny € N astfel incat:

x"evV, Vn=ng.
Se noteaza acest lucru prin x™ — x sau, pentru a marca spatiul in care are loc convergenta, x™ ﬁ x.

Un sir (x™) € R¥ este convergent la x daci si numai dac sirul de numere reale (||x™ — x ||),,en €Ste convergent la zero.

(=) Presupunem ca x™ — x si fie € > 0 arbitrar; atunci sfera S(x, €) € V(x) si deci exista ny € Na.i. n > ny, x™ € S(x,¢)
ceea ce este echivalent cu ||x™ — x|| < . Deci ||x™ — x|| — 0.

(&)  Presupunemca ||[x™ — x|| — 0 sifie VV o vecinatate arbitrard a lui x.

Din definitia vecinatatilor, existda r > 0 a.i. S(x,r) S V si astfel exista ny € N a.l. ||x" — x|| < r, V n = ny. De aici rezulta ca
pentru oricen = ny, x" € S(x,r) € V.

[ | Fie sirul (x™) ey € R¥, x™ = (X}, x%, ..., x1), Vn € Nsifie x = (xq, x5, ..., X ) € R¥;
x”ﬁx@x?u@ X, vie{l2,..,k}

Demonstratia rezulta din inegalitatile:
(*) |xl — x;| < Ix™ = x|| < V- max{|x* — x;|: i = 1,2,...k}.
Intr-adevar, dacd presupunem c& x™ — x atunci ||x" — x|| — 0 si, din prima inegalitate a relatiei (*), x* > x;, Vi=1,2,..., k.
Reciproc, daca Vi € {1,2, ..., k}, x{* — xj,atunciVe >0, In; € Nali
R
) |x{‘—xi|<ik, vn=>n;.
Fieny =max{n;: i =1,2,...,k}; Vn=nysivVi=12,..,k n = n;siatunci, din relatia (i),

&
I — x] < =

vk

Vk - max{|x]' —x;| : i =12,..,k} <e.
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Utilizdnd inegalitatea din dreapta relatiei (*) rezulta ca [|x™ — x|| = 0 si deci x™ — x.

Observatie. Conform acestei propozitii, convergenta unui sir de vectori din R¥ se reduce la convergenta sirurilor de coordonate
asociate lui.

[ | 1° Limita unui sir convergent este unica.

2° Orice sir convergent este marginit.

3° Xt x> [l 2 llcell-

40 Daca intr-un sir schimbam ordinea termenilor, natura sa nu se schimba, iar in cazul in care este convergent, limita sa
ramane aceeasi.

59 Daca unui sir i adaugam sau 1i suprimam un numar finit de termeni, natura sirului nu se schimba, iar in caz de
convergenta, nici limita.

6° Orice subsir al unui sir convergent converge la aceeasi limita.

Deoarece convergenta sirurilor in R¥ este echivalenta cu convergenta sirurilor de coordonate, demonstratia proprietatilor
19,4°,5° si 6°se bazeaza pe proprietatile similare ale sirurilor de numere reale.
2° Fie (x™) € R¥ convergent si fie x € R¥ limita sa; atunci ||[x™ — x|| = 0.
Pentrue =1, 3n; e Nali ||x" —x|| <1, Vn = n,. Notam cu
X r = max{|[x°[l, [lx* I, ..., [l™ 7|, x|l + 1};
atunci, Vn €N, |[x™|| < r. Intr-adevar, daca n < n,, atunci este evidenta inegalitatea iar dacan = nq, |[x"|| < ||x™ — x|| +
x|l <1+|x]| <7
Rezultd cd {x™: n € N} € T(0,r) si deci (x™) este un sir marginit (multimea termenilor sdi este o multime marginita).

3° Presupunem ca x" @ x; atunci cum:
llx™ I = flx || < lIx™ —x|l, VneN,
rezultd ca ||x™[| = ||x |I.
Rk
[ | (Operatii cu siruri convergente). Fie (x™), (y™) € R¥, x,y € R¥, (t,)) € Rsit € R; atunci:
x" - x
1° 5 >x"+yt > x+y.
2° x"—>x:>t. ">t
Lot n X X.
30 xn X = n n N ( )
= (x™y") = (x,y).
1° Deoarece x™ = x siy™ =y, |[x™ —x|| = 0si[[y"™ — y|l = 0; concluzia este o consecinta a inegalitatii:
IG™ +y™) =+l < llx™ = x[[ + [ly" = .
2° ey - x™ —t-xll < &g - x™ =ty - xll + |t - x — - x|l = [tn] - 2™ — xI| + [&, — ¢ - [lx]I.

Deoarece (t,) este convergent la t (deci este si marginit!) iar (x™) este convergent la x, din inegalitatea de mai sus rezulta ca
ty-x" > t-x.

3° ™, y™) — G < X" —x, yl+1x, y" =yl < llx™ = x|l - ly™ [ + llxIl - ly™ = ¥lI.

Deoarece (x™) este convergent la x si (y™) este convergent la y (deci si marginit!), rezulta din relatia de mai sus ca

" y™) = (x,y).

| Orice sir monoton crescator si marginit converge la marginea superioara a multimii termenilor sai.
Orice sir monoton descrescator si marginit converge la marginea inferioara a multimii termenilor sai.

Fie (x™) € R¥ un sir crescitor si marginit, unde Vn € N, x™ = (xJ, x%, ..., x). Tinand cont de definitia relatiei e ordine rezult3
cdavneN, Vie {12, ..k}, x <«

Resurse: Michael Corral, Vector Calculus
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Limita a unei functii multivariabile

[ | FieA S RFsif:4 —» R
daca k = =1, f este o functie reala de o variabila reals;

daca pentru orice sir (x™) € A\ {a}, x™ 2 f(x™) =i L.
Vom nota aceastd situatie cu lim f(x) = L.
x—-a

Vom spune c3 o functie f are limitd intr-un punct de acumulare a € A’ acé existd L € R! a.i. lim f(x) = L.
x—-a

Fie f = (fi.for i fm):ASRE 5 R, a€A'siL = (Ly, Ly, ..., Ly) € RL
Functia vectoriala f are limita L in a daca si numai daca Vi € {1,2, ..., m}, functia scalara f; are limita L; in a.

W 2.1.1. (Definitia lui CAUCHY sau definitia € — § a limitei) Fie o functie f: D € R X R — R, unde D este o multime deschisa.
Numadrul real [ € R este limita functiei in punctul (x,,y,) € D daca pentru orice € € R} existd un §(¢) € R} deci depinzand de ¢,
astfel incat din \/(x — x9)2 + (y — ¥o)2 < & sé rezulte |f(x,y) — | < e.

Se noteaza lim  f(x,y) =lsauf(x,y) - ldacd (x,y) = (X9, Y0)-
(x,¥)=(x0,0)

(Definitia HEINE sau in limbaj de siruri a limitei) Numarul real [ este limita functiei f in punctul (xg, y,) daca sirul (f(xn,yn))nGN

din R are limita [ pentru orice sir dublu ((xn,yn))nEN din Bs \ {(xo, y)} convergent catre (xq,Yo)-

Cele doua definitii sunt echivalente.

[Demonstratia se efectueaza ca in cazul functiilor cu o singura variabila. |

| Limita unei functii de mai multe variabile poseda urmatoarele proprietati:
1° Limita unei functii intr-un punct este unica.
2° Daca exista lim  f(x,y) siexista lim g(x,y) atunci:
(x:y)—’(x():yo) (X'J’)—)(XOJ’O)
. lim  (af(x,y)+Bgx,y))=a lim  fl,y)+p lim  g(xy).
(x,¥)=(x0,0) (x,3)=(x0,%0) (x,¥)~(x0,0)
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. lim  (fr,y)-gxy)=_ lim fly)- lim g(xy).
(x¥)=(x0.Y0) . (x,y)=(x0,¥0) (x,y)=(x0,Y0)
. Gy _ e By
@)~ y0) 9C6y)  lim o g(xy)
30 Limita functiei f(x, y) va exista dacd si numai daca sirul (f(xn,yn))nEN din R este un sir fundamental (pentru orice

alegere a sirurilor (x,,, Yn)nen din R) care se mai poate scrie si altfel:
Ve>0 38 =8(e) > 0astfel incat V (X, Ym) € Bs \ {(X0,¥0)}, ce satisface relatia:  /(Xm — %)% + (Y — V)2 < 68
sd avem: |f (oY) — [t ym)| < €.
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Curbe in R™

| Fie R™ spatiul euclidian canonic cu nn dimensiuni. O functie diferentiabild a: I - R", unde I este un interval, se numeste
curbd si se noteaza cu a.
Uneori numai imaginea a(I) este numita curba.

Un punct P € a(I) se numeste simplu daca exista o singura valoare a lui t € [ astfel incat a(t) = P
O functie diferentiabild si injectiva a: I — R™ se numeste curbd simpld deoarece ipoteza de injectivitate asigura faptul ca a(I)
poseda numai puncte simple.

Fie curbaa: R - R*, a(t) = (sint,1+ cost,sint + cos?t,sin? t).
Sa se arate ca restrictia la [0, 21r) este o curba simpla.

Restrictia a: [0, 2r) » R* este injectiva. intr-adevar, din a(t;) = a(t,) rezults sistemul:
sint; = sint,
{1 +cost; =1+ cost,
care are solutia unica t; = t,.

Fie curba a: R - R*, a(t) = (sint,1 + cost,sint + cos?t,sin?t).
Sa se arate ca este o curba periodica.

Deoarece functiile sint si cos t sunt periodice, de perioada 2, rezulta a(t + 2m) = a(t), Vt € R.

ECUATII DIFERENTIALE

Prin rezultatele teoretice importante, cat si prin aplicatiile in diverse domenii, studiul ecuatiilor diferentiale reprezinta un capitol
important al analizei matematice.

O ecuatie diferentiala se deosebeste de o ecuatie algebrica prin faptul ca necunoscuta nu este un numar, ci o functie care
satisface o anumita egalitate.

Teoria ecua'giilor diferen‘giale are mai multe ramuri:

Resurse:
Matematici speciale (Dana Constantinescu)

Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea (Craciun)

Capitole de matematici speciale (Craciun)

Manual-Ecuatii-Diferentiale-Teorie-Si-Ex-Rezolvate (Paltineanu&Matei)
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CALCUL VA

e  Calcul variational (EduManager.ro)
e Calcul variational (civile.utcb.ro)
e Matematici speciale (Zevedei)

Introducere

EULER (1744) si LAGRANGE (1760) sunt printre cei care au adus contributii decisive Tn acest domenlu.
n continuare prezentdm cateva probleme ale calculului variational.

Curba cu cea mai rapidd cobordre (problema brahistocronei). Problema a fost formulata de JOHANN BERNOULLI in 1696, iar
de rezolvarea acesteia s-au ocupat fratii JOHANN si JACOB BERNOULLI, NEWTON, LEIBNIZ, L’HOSPITAL.

Prin brahistocrona se intelege traiectoria pe care un corp, aflat intr-un camp gravitational, se deplaseaza intre doua puncte date si
realizeaza un timp minim de deplasare. Asadar, dintre toate punctele aflate intr-un plan vertical si trecand prin punctele fixe
0(0,0) si P(a,b), cu P mai jos decat O, sa se determine acea curba pentru care timpul de coborare din O in P al unui punct
material greu, fara frecare, sa fie minim.

Pentru rezolvare, vom orienta axa Oy pe verticald in jos. Fie y = y(x) x €[0,a],y(0) =0,y(a) =b, a,b > 0, curba ciutata.

Fie v viteza de deplasare a punctului material, deciv = ,/2gy = 2 unde ds este lungimea arcului OM.

Qlr0,0) X

Mix,v)
Pra.b)

=

ds
29y
Prin urmare, daca T este timpul necesar pentru ca punctul material sa ajunga in punctul P, vom avea:

r= f \/ﬁ f 12;;(9(:{

Pentru rezolvarea acestel probleme se studiazd functionala-timp T: X — R, unde X = C¢1([0, a]; R) si

IW

Atunci dt =

£l

T(y) = dx,Vy€eX.

Problema suprafetei de rotatie minimd consta in determinarea unei curbe y = y(x), x € [a,b],y(a) = c,y(b) = d, cu

proprietatea ca aria suprafetei de rotatie a graficului in jurul axei Ox este minima.
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: !
ol a. T bhloXx
C

Dupa cum se cunoaste, expresia acestei arii este:
b

A= any(x) 1+ y'(x)dx.

a

Tn acest caz, pe X = C1([a, b]; R) se defineste functionala-arie A: X — R prin:
b

Aly) = fy(x)\/l + y'(x)dx , VyeX.

a
Mai general, pe X = C1([a, b]; R) putem considera functionalele de tipul:
b

F() = f F(x, y(0), 5 (0)dx,

a
unde F este o functie continud pe un domeniu Q c R3, iar y este o functie oarecare de clasd C* pe [a, b], cu proprietatea ca

(x,y(x),y'(x)) € Q, Vx € [a,b].

Echilibrul unei membrane deformate O membrana elastica in stare de repaus are forma domeniului D c xOy. Fie C frontiera lui
D. Deformam conturul C al membranei in directia perpendiculara pe planul xOy si notam cu u(x, y) deplasarea (deformatia) unui
punct oarecare M (x,y) € D. Se cere sd se determine pozitia de echilibru a membranei cand se cunoaste deformarea conturului
acesteia. Aria conturului membranei deformate va fi:

ﬂ 1+uZ+uf dxdy.
D

o

x

Daca deplasarile sunt mici, aproximam aceasta arie cu:

1 5 2
1+ > (ux +uy)) dxdy .
D
Rezulta ca variatia ariei suprafetei deformate este:

1 2 2
> (ux +uy) dxdy .
D

Se admite ca energia potentiala a membranei deformate este proportionala cu cresterea ariei sale. prin urmare energia
potentiald de deformatie E este:

E= gﬂ-(uﬁ +u3) dxdy, (D
D

unde u este o constanta care exprima calitatile elastice ale membranei. Presupunem ca se cunosc deplasarile punctelor de pe
contur, deci ca:
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Y o =oky), )
c
@ fiind o functie cunoscuta.

Pozitia de echilibru se realizeaza cand energia potentiala este minima. Se obtine astfel urmatoarea problema variationala: Dintre
toate functiile u € C1(C) care satisfac conditia (2), sa se determine acea functie pentru care integrala (1) devine minim4.

Problema echilibrului membranei deformate care ocupd domeniul marginit D c R? ne conduce la considerarea functionalei-
energie:

E(u) = ff(u,zc +u?)dxdy,

Mai general, pe X = Cl(D, R) putem considera func'glonalele de tipul:

F@) = [ F (x 7, 266.Y), o (5, ), o2 G y)) dxdy
a
unde F este o functie continua de cinci variabile reale, definita pe multimea

{(x y, z(x, y) (x y) (x y)) eER®; (x,y) € D}

z fiind o functie de clasi C* pe domeniul D.
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Extreme ale functionalelor

| Se numeste functionald o aplicatie definita pe un spatiu liniar X, sau pe o submultime a acestuia, cu valori in corpul
scalarilor peste care este definit spatiul liniar X.

Observatie. Functionala este de fapt o functie al carei domeniu de definitie este o multime de functii si al carei codomeniu este o
multime de numere (“scalari”).

proprietatile:

D;: dx,y)=0ox=y, (x,y€X);

Dy: d(x,y)=d(y,x),Vxy€ELX;

Dy: d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), Vx,y,z€X.

(SNp): p(x+y) <p(x) +p(y), Vx,y €EX;
(SN,): p(Ax) = |A|lp(x), V x,y € X si A un scalar nenul.
O norma se noteaza de obicei astfel:  p(x)2°||n]).

Jo+h—-J») =60.h])+rh]),
unde 6(y, h,]) este o functionala liniara in h:
5(}’; ahl + ﬂhZIJ) =« 5(}’; hl;]) + ﬂS(yl th]);
cu a, B doi scalari, iar r(y, h, J) este o functionala care satisface conditia:

r(y, h,J)

im
Ikl>0 |||

Functionala J(y) este diferentiabild in y daca exista §(y, h,J) o functionala liniara in h, astfel incat:

iim U +h) - 60, h.))] = 0.

[ | Daca functionala 6 (y, h,]) exista, atunci acesta este unica.

Demonstratia se face prin reducere la absurd.

| Fie X un spatiu vectorial normat, A € X si F: A = R o functionala. Un element y, € A se numeste punct de minim local
(respectiv maxim local) pentru F, dacd exista r > 0 astfel incat pentru orice y € A care satisface ||y — y,ll < r, rezulta F(y) =

n continuare, fi X un spatiu vectorial normat, A € X o multime deschis3, F: A — R o functional, Vo EAsih € X,h # 0y, un

element fixat. Multimea A fiind deschisa, exista r > 0 astfel incat B(y,,7) € A. Daca t € R, atunci elementul y = y, + th €

B(yy, ) dacd si numai dacd ||y — y,ll < r, deci daca si numai daca [t]| < m . Tn consecintd, putem defini functia real3:
ror

o (_m,m) SR, u(t) = F(y, + th). 1)

Prin urmare:
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h) — @ (0 F(y,+th)—F
5,F (y) =ltirr01<ph( ) : ¢n(0) _ lm 0o t) Go)

Daca h = 0, atunci punem: 6nF(yy) = 0.

Observatie. In particular, fie X = R", heR", h #0sis = ”—Z” versorul lui h. Atunci:

dF
OonF(yo) = d_s o),

dF . . T . e . .
unde s (y,) este derivata lui F dupa directia lui s in y,. Asadar, notiunea de variatie intai este o extindere a conceptului de
derivata dupa o directie.

un punct de extrem local pentru F si daca F admite variatia intdi in y, pe orice directie, atunci y, este punct critic al lui F, adica:
nF(y0) =0, VheX. (2)

Egalitatea (2) este evidentd penbtru h = 0y. S3 presupunem acum cd h # Oy si cd y, este punct de minim local, in cazul in care
Yo este punct de maxim local rationamentul fiind similar.

Conforma definitiei, exista r > 0 astfel incat pentru orice y € A N B(y,, 1) are loc F(y) = F(y,). Multimea A fiind deschisa,
putem alege r > 0 suficient de mic astfel incat B(y,, ) € A. Asadar, pentru orice y € B(y,, ) avem F(y) = F(y,). Deoarece

pentru [t| < ”rT” , ¥ =Yo + th € B(y,,1), rezulta ca pentru orice t € (—ﬁ”;—”) are loc inegalitatea F(y, + th) = F(y,) care,

tinand seama de (1), se mai scrie sub forma ¢, (t) = ¢,(0), Vt € (—ﬁ'”;—”

functii de o variabild reald, rezulta cd ¢y, (0) = 0 sau, echivalent, 5, F(y,) = 0.

). Conform teoremei clasice a lui Fermat pentru
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Functionale de tipul F(y) = ff F(x,y,y)dx

[ ] Fie D ¢ R3 o multime deschis3, F: D — R o functie de clasd C* siI = [a, b] € R. Pe multimea:
D={yec*(;R)|(x, y(x), y'(x)) €D, Vx €I}

se defineste functionala F:D —» R,
b

F(y) = fF(x.y,y’)dx , YED.
a
Multimea D este deschisd in spatiul BANACH C?! (I; R).

Fie y, € D oarecare. Cum functia vectoriala
x - (x,y0(0), ¥9(x)):1 > D < R®
este continua, rezultd cd multimea K = {(x, Vo (x), y(’)(x)) ; x €I } C D este compacta. Fier = d(x,Cp) =

inf{d(M,N); M € K,N € Cp}. Deoarece KN Cp = @, K este compactd si Cp este inchisa, rezultd ca r > 0. (Demonstratia acestui
fapt este mai dificila si nu a fost inclusa aici.)

| Daca functionala r(y, h,J) se poate reprezenta sub forma:
1
T(}’» h,]) = 552(}" hr]) + 7”2()’: h,]),

unde: &,(v,th,]) = t%8,(y,h,]) si RO _

=0
IRil~0 IRl ’
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Spatii topologi
[ | Fie X o multime nevida. Se numeste topologie pe X o familie de submultimi ale lui X notata 7 care verifica axiomele:
T, 0,X €.
TZ Dl,D2€T=>DlﬂDZET.
T3 DLETVlEI:ULE[DLET'

1° Fie X o multime nevida si 7, = {@, X}. Atunci 7, este o topologie pe X.
2° Fie X o multime nevida si ;4 = P(X). Atunci T este o topologie pe X.

Demonstratia este simpla.

Observatie. T4 se numeste topologia grosierd pe X, iar T4 topologia discretd.

| Fie X o multime total ordonata cu cel putin doua elemente. Notam:

(a,b)={x€eX: a<x<b};

(«,a)={x€eX: x<a};

(a,»)={x€X: x>a},
unde a, b € X. Atunci multimea care contine multimea vida @ si familia submultimilor D € X cu proprietatea ca pentru orice x €
D exista o multime V de unul din cele trei tipuri de mai sus astfel incat x € V c D, este o topologie.

Demonstratia este simpla.
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| Fie X o multime nevida. o aplicatie d: X X X = R, se numeste distantd sau metricd pe X dacad au loc:

(D)) d(x,y)=0,Vx,yeX; dix,y) =0 ox=y (pozitivitatea distantei);
(D) d(x,y)=dy,x), Vx,yEX (simetria);
(D3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), Vx,y,z€ X (inegalitatea triunghiului).

Intr-un spatiu metric (X, d) au loc:

1° d(xq,x,) < d(xq,x3) + (X, x3) + -+ d(xp_1, %), ¥V Xq1,X,..., X —NEX;
2 ld(x,z) —d(y,z)| <d(x,y), Vx,v,z€X;

30 ld(x,y) —d(x',y)| <d(x,x")+d(y,y"), Vx,y,x',y' € X.

10

20

30

[ | Fie X un spatiu vectorial real. Se numeste normd pe X o functie || - ||: X = R, cu proprietatile:
1° lx][ =0 & x = 0x;

2° [IAx]| = |A] - |x]|, VA ER, Vx €X;

3° lx+yll < llxll +llyll, Vx,y €X (inegalitatea triunghiului).
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Alte detalii aici.

Alina Gavrilut - Analiza

Calcul diferential pentru functii de mai multe variabile (Florescu)

Pentru spatii metrice detalii aici.

Brezis — Analiza functionala

Spatii topologice. Exercitii

[ | Fiea,b ER, a <b, I =[a,b] uninterval sin € N. Sa se demonstreze ca spatiul vectorial real C"(I; R) al functiilor
y:1 = R de clasa C", inzestrat cu norma:

llyll = sup |y(x)| + sup |y’ (x)| + -+ + sup|y™) (x)],
X€EI X€EIl XEI

este un spatiu vectorial normat.

[ | Spatiul vectorial real C*(I; R?) al functiilor y: I - R?, y(x) = (y(x), z(x)), unde y,z € C1(I; R), inzestrat cu norma:
IvIl = sup/y2(x) + 22 (x) + sup+/y'2(x) + z%(x),
x€l X€EI

este un spatiu vectorial normat si spatiu BANACH.

| Fie D € R? un domeniu marginit de o curb inchis3, neteda pe portiuni. Spatiul C(D; R) este spatiu vectorial normat si
spatiu BANACH in raport cu norma:

a a =
Izl = sup |2(x, )|+ sup |=Z(@y)|+ sup |5=(xy)|, Vz€C'(D;R).
X,YED X,YED X,YED y

| Pe spatiul C([a, b]; R) al functiilor continue pe [a, b] se poate defini norma CEBISEY:

llgllc = sup{lg(); x € [a,b]}, Vg€ C([a b];R).
Sa se demonstreze cd spatiul C([a, b]; R) inzestrat cu norma CEBISEV este un spatiu BANACH.
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Spatii metrice

[ | Se considerd functia: d:M X M — [0, o),

unde M este o multime nevida, care verifica urmatoarele trei axiome pentru orice x,y,z € M:
M) dx,y)=0 ©x=y;

Mz)  d(x,y) =d(y,x);

(M3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z). [(inegalitatea triunghiului)

Observatii.

1° Metrica este o generalizare a notiunii de distanta pe R, care este definita ca dx,y) =|x—vy|, Vx,y ER.

in R? distanta dintre punctele de coordonate (x;, y,), (x5,y,) ested = \/(xl —x)% + (31, — y2)?.

2° Pe 0 aceeasi multime se pot defini mai multe metrici. In raport cu fiecare, multimea devine un alt spatiu, cu proprietati
specifice.

Fie X o multime nevida. Definim:

1, dacax #y
d(x'”‘{o, dacix =y’
Sa se arate ca d este o distantd pe X, numitd metrica discretd.
[ | Fie (X, d) un spatiu metric, a € X un punct si fie r > 0. Multimea:

S(a,r)={xeX: d(ax)<r}

Sa se arata ca functia:
1 1
d:N*"xN*"-> R,, d(m,n)=|———|
m n
defineste un spatiu metric pe N*. Sa se descrie bila cu centrul in 1 si raza 1 si bila de centru 1 si raza 1/10.

1 1 11 1
S(l,l)—{nEN : |1—£|<1}—N, 5(1,5)_{ne1\1 : |1_£|<E}_{1}'

| Fie p € N*. Functia:

2
d:RP XRP - R, , d(x,y) = \/(x1 —y1)?+ (X —y2)% + - + (xp - yp) ,

Observatii.

1° Aceastd propozitie defineste spatiul euclidian RP. Orice vector din RP are astfel o lungime si anume distanta sa pana la
origine.

2° Pentrup = 2,

$((0,0),1) = { (x.y) €R?: d((0,0), (x,)) =x2+y2<1},
deci bila cu centrul in (0, 0) si de raza 1 este un disc deschis.
3° Pentrup = 3,
5((0,0,0,1) ={(x,y,2) eR®: x?+y?+2z2<1},
este “mingea” cu centrul in (0,0, 0) si de raza 1.

| Fie VV un spatiu liniar peste corpul numerelor reale. O functie v: V — [0, ) este numitd normgd pe V daca sunt satisfacute
urmatoarele axiome:

(N;) v(v) = 0daca si numaidacav = 0.

(N;)  v(Av) = |A| - v(v) pentru orice A € Rsioricev € V.

(N3) v(u+v)<v(u) +v(v) pentruoriceu,v € V. (inegalitatea triunghiului).
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Un spatiu liniar inzestrat cu o norma se numeste spatiu liniar normat. O notatie uzuald pentru norma v este || - || .
Observatie. Pentru spatiile liniare R si C, valoarea absoluta (modulul) | - | poate fi considerata ca norma.

Fie (V, || - |I) un spatiu liniar normat si:

dix,y) = llx—yll, xyeV.
Atunci (V, d) este un spatiu metric. De asemenea, dacad M este o submultime nevidd a lui V, atunci (M, d |, ) este un spatiu metric.

Evident d este o functie cu valori pozitive. Avem:
dx,y) =0 |x—-y[|l=0ex-y=0 x=y,
deci (M) este indeplinita. Pe de altd parte, aplicand (N,) pentru 4 = —1, obtinem:
A di,y) = llx=yll = =ll-C =yl = lly —xIl = d(y, x).
In baza lui (N3) putem scrie:
d,y) = llx =yl =l —2) + - < llx —zll + llz = yll = d(x,2) + d(z,y).

| Fie V un spatiu liniar peste corpul numerelor reale. O functie u: V X V — R se numeste produs scalar pe V daca satisface
urmatoarele axiome:

() ukx+y,z)=ply) +ulx,z), Vx,y,z€V.

()  uCy) =ply,x), Vx,yev.

(I;) plax,y)=aulxy), Vx,yeV,Va€eR.

(Iy) pul,x)=0,VvxeVsiu(x,x)=0 x=0.

Produsul scalar al vectorilor x, y € V va fi notat prin (x, y) sau mai simplu prin x - y.

Observatii.
1° Produsul scalar real este o aplicatie biliniard, adica este liniar in ambele variabile.
2° Axiomele (I;) — (I3) ne asigura ca:

(ax+By, ax+B'y)Y=aa(x,x")+aB'(x,y')+ Ba'(y,x")+ BB (y,y), YVa,a’,B'ER, V x,y,x",y' €V.

Fie (V, (-, -)) un spatiu cu produs scalar si x, y € V. Atunci:
[Cx, ) < V{x,x) - (v, ¥, (1) (inegalitatea lui SCHWARZ)

egalitatea avand loc daca si numai daca unul intre cei doi vectori este multiplul scalar al celuilalt.

Dacd (x, x) = 0 atunci inegalitatea (1) este evident3. Admitem ca (x, x) # 0. In particular, vectorii x, y sunt nenuli.
Notam: u(x,y) = ﬁ si observam cd u(x, y)? = 1 si:
(x, u(y)y) = Ul y)x, y)= xy).

Prin urmare, pentru orice s € R, avem ca:

0 <(sx+ulx,y)y, sx+ulx,y)y)=s*(x,x)+2sl{(x,y)| + (y,7) (2)
Avand in vedere ca (x, x) # 0, conditia (2) ne spune ca discriminantul trinomului din dreapta semnului egal este negativ si rezulta
(1).
Pe de alta parte, daca inegalitatea (2) este stricta pentru orice s € R atunci discriminantul trinomului mentionat anterior trebuie
sa fie strict negativ. Cu alte cuvinte, egalitatea in (1) impune egalitatea in (2) pentru cel putin un numar real s. Acest s verifica si
sx = —u(x, y)y, fapt care arata ca egalitatea in (1) se realizeaza doar daca unul dintre vectori este multiplu cu un scalar al celuilalt.

2

$o) < (5) (52)

i=1 i=1 i=1
unde a;, b; ERsil1 <i<n.

| Tn spatiul liniar RP, peste corpul R, unde p € N*, se considera:
(x, ) =211 + X2¥2 + -+ XpYp

| Fie (V,(-, -)) un spatiu cu un produs scalar. Spatiul VV poate fi normat (deci se poate metriza) in urmatorul mod (deci
(V, |l - | devine spatiu normat):
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[|x]l = +/{x, x), x€EV.

Daca ||x|| = 0 atunci (x, x) = 0 deci x = 0. In plus, este clar ca ||x|| = /{x, x) = 0, pentru orice x € V. Pentru a deduce axioma
(N,), se procedeaza la fel. Fie A € R. Atunci:

2]l = (A x, 2 x) = /(D)% (x,x) = |A] - (x,x).
Pentru a deduce inegalitatea triunghiului, utilizam inegalitatea lui SCHWARZ:
lx + 17 ={x+y, x+y) = x> +IylI> + 2 o y) < Nxl® + llyll> + 2 (lx]] - 1yll = lxll + lyID?

Observatie. Conform propozitiilor anterioare, produsul scalar euclidian pe RP introduce o norma euclidiana, care la randul
acesteia introduce o metrica euclidiana pe RP.

[ | Daca (V, (-, -)) este un spatiu cu produs scalar, atunci:
lx +ylI? + llx = ylI* = 2 (lIxlI* + llylI*)  (legea paralelogramului)
pentru orice x,y € V.

lx +ylI? =(x+y, x+y)=llxlI>+ llyll* + 2 (x,y)

lx =yl ={x+y, x+y)=Ilxl*> +yl*> = 2{x,y)
Se aduna cele doua relatii.

Observatie. Teorema stabileste ca, intr-un spatiu cu produs scalar, inzestrat cu norma sa naturald, suma patratelor lungimilor
diagonalelor unui paralelogram este egala cu suma patratelor lungimilor laturilor sale. Un corolar este identitatea:

1 1
Sy + &l = Zllx + ylIZ+ llx = yll*].

| Se considera urmdtoarele functii definite pe R™ cu valoriin R, prin:
n 1/2 n
_ 2 _ _
x|| = X , x|l = max |x,|, x|, = X
Il (Z( k)) lelly = max b, lixll = ) bl
k=1 k=1
Functiile [[-|l, ll:ll1, [l-ll2 sunt norme pe R™ (numite norme fundamentale pe R"). Avem si relatia:
Ixll < llxlly < llxllz,  Vx€R™.

| Fie C°[a, b] spatiul liniar al tuturor functiilor continue de la [a, b] la R. Definim:

b
(f, g) = j fG)g(dx,  Vf.g€COabl.

Avem:
b

b
(f,g) = f FG)gG)dx = f gOOfdx = (g, f).

a

b b b
Afs + s g) = f M) + 1y () gGo)dx = A f fi(0) gGdx + f £, g(dx = Mfy g) + iifor ).

b
(. f) = ffZ(x)dxz 0.

S ses s o .o b . , o . .
S3 ardtam cd daca f este continuad si fa f?(x)dx = 0, atunci f(x) = 0 pentru orice x. De aceea presupunem ci f nu este identic

nula.
Dacd f # 0, atunci 3 x, € [a, b] astfel incat f2(x,) > 0. Cum f este continu3, rezultd c& si f 2 este continud pe [a, b]. Atunci

exista o vecinatate V,, € [a, b] a punctului x, astfel incat f*(x) > %fz(xo), V x € Vy,. Fie Vy, = (@, ). Obtinem contradictia:
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b B B
0= ffz(x)dxz ffz(x)de% ffz(xO)dx=%f2(xO)(ﬁ—a) >0.

Observatie. In acest caz, inegalitatea CAUCHY-SCHWARZ devine:
1/2 b 1/2

b b
[ rwgeax | <( [rrea) | [g2eoa

a

1° (x,y) = (y,x) YV x,y € E (hermicitate);

2° (Axq + pxp, y) = Mxq,y) + ulxa,y), VY x1,%5,¥ € E, VY A, u € C (liniaritate in primul argument);
30 (x,x) >0, Vx€EEsi(x,x)=0 ©x=0.

Fie E ={f | f:[0,2n] - C, f continua}. S3 se arate cd

2T
(f,g) = f FO)gDdx
0

defineste un produs scalar complex pe C-spatiu vectorial E.

Avem:
2T 2T
(.9 = [ r@ged = | gearcdx = G.h
0 0
Dacif,g €E, f = e**, g = e'¥, atunci:
2T 2T 2T 2T 2T

(f,g9) = f elkxelxdy = f elfr—ixdqy = f elk-Dxdy = f cos((k — Dx) dx + if sin ((k —Dx)dx =0.

0 0 0 0 0

Doua elemente x, y dintr-un spatiu prehilbertian E se numesc ortogonale daca produsul lor scalar este nul, in care caz se noteaza
x Ly.

astfel incat U NV # @, adica oricare doua puncte diferite au vecinatati disjuncte.

| Orice spatiu metric (X, d) are proprietatea lui HAUSDORFF, adica pentruorice x,y € X, x # yexista V € V, 5siU € V),

Deoarece x # y, distanta r := d(x, y) este strict pozitiva. Fie U := S(x,7/3) si V = S(y,7/3). Este clar cd € V, si V € V,. In plus,
daca ar exista z € U N V atunci din inegalitatea triunghiului deducem:

r
r=d(x,y) <d(xz) +d(zy) < 23,

care este o contradictie. DeciU NV = @.

| Fie (X, d) un spatiu metric, x € X si A € X o multime nevida. Vom spune ca:
e x este punct aderent pentru multimea A daca orice vecinadtate a lui x intersecteaza multimea 4, adica:
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VIV eV, -VnNA=+0);

Observatie. Din definitie rezulta imediat:
e x € A’ dac3 si numaidacd x € Asix ¢ Iz(A).
o A=A"UlIz(A).
e A este deschisd dacd si numai daca C(A4) este multime inchisa.

Multimea F este inchisa in spatiul metric (X, d) daca si numai daca aceasta isi contine toate punctele de acumulare (adica daca
F' CF).

1° Fie F inchisa. Atunci G \ F este deschisa, deci este si vecinatate pentru oricare dintre punctele sale. prin urmare, niciun
punct din G nu poate fi punct limitd pentru F (deoarece G N F \ {x} este multimea vid3). Deci punctele de acumulare ale lui F
apartin lui F, cu alte cuvinte F contine toate punctele limita pe care le poate avea.
2° Daca F fsi contine punctele limita, atunci pentru orice x € X \ F existd o vecinatate deschisa a lui x astfel incatV, N F \
{x} = @.1n particular, V, N F c X \ F. Atunci:

X\F=U{V,: xeX\FV, eV, V. € T3}
este o multime deschis3, fiind reuniunea unei colectii de multimi deschise. Prin urmare, F este multime inchisa.

[ | Fie (X, d) un spatiu metric si 7; topologie pe X generata de d. Atunci:
1° Multimile @, X apartin la 7.
2° Daca Gy si G, apartin la J; atunci si intersectia lor G; N G, € Tj.
30 Pentru orice multime nevida de indici J cu proprietatea ca G; € J; pentru fiecare i € J, avem ca:
U G, €Ty .
ieJ
1° Multimea vida apartine (prin definitie) oricdrei topologii, in timp ce X contine toate bilele deschise, deci X € Tj.
2° Fie G, si G, doud multimi din J; si notam cu G intersectia lor. Daca G4 sau G, este multimea vida, atunci si G este

multimea vida.

Analizam acum cazul cand G; si G, au intersectia nevida. Fie x € G. Atunci x € G, si x € G,. Din definitie, existda r; > 0sir, > 0
astfel incat S(x, ;) € G, i S(x,1;) € G,. Fie r := min{ry, 1, }. Este clar ca S(x, r) este submultime atat pentru G, cat si pentru
G,. Prin urmare S(x,r) C G, deci G € T.

3° Dacd G = U;ey G; = @ atunci G € Ty, iar in caz contrar exista x € G deci exista si j € J astfel incat x € G;. Dar G; € Ty,
deci existd r > 0 astfel incat S(x,r) © G; € G, fapt care probeazéd ca G € 7.

| Fie (X, d) un spatiu metric si F; colectia tuturor multimilor inchise ale lui X. Atunci:

1° Multimile @, X apartin la Fj.

2° Daca F; si F, apartin la F; atunci si reuniunea lor G, U G, € F,.

30 Pentru orice multime nevida de indici J cu proprietatea ca F; € F; pentru fiecare i € J, avem ca:
ﬂ F; e F;.
i€7

Se tine cont de relatiile lui DE MORGAN din teoria multimilor:

C’(UAi>= ﬂmi , C’(ﬂAi): UC’Ai.

ieJg i€J i€eJ i€eJ

| Fie (X, d) un spatiu metric si F; colectia tuturor multimilor inchise ale lui X. Atunci:

1° Multimile @, X apartin lui F.

2° Daca F; si F, apartin la F; atunci si reuniunea lor G; U G, € F;.

30 Pentru orice multime nevida de indici J cu proprietatea ca F; € F; pentru fiecare i € J, avem ca:
ﬂ F; € F,
i€J
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[ | Fie (X, d) un spatiu metric, A € X sia € X.

1° Punctul a este numit punct interior pentru A daca A € V,;. Vom nota cu Int (A) multimea punctelor interioare ale lui A.
2° Punctul a se numeste punct exterior al lui A daca a este punct interior pentru X \ A. Notam cu Ext(A) multimea
punctelor exterioare ale lui A.

30 Punctul a se numeste punct frontierd al lui A daca a este punct aderent atat pentru A cat si pentru X \ A. Notam cu

Fr(A) multimea punctelor frontiera ale lui A.

Daca (X, d) este un spatiu metric si A o submultime nevida a sa. Atunci:

1° Int(A) este cea mai mare submultime deschisa (in sensul relatiei e incluziune) continuta in A.

2° A este cea mai mica multime inchisa care contine pe A.

3° Fr(A) este o multime inchisa.

1° Fie a € Int(A). Atunci, din definitie rezulta ca exista r, > 0 astfel incat S(a,r) < A. Cum S(a, r) este deschisa, avem si

S(a,r) € Int(A). Urmeaza:

Int(4) c U S(a,r) c Int(4),
aeint(4)

fapt care arata ca Int(A4) este o multime deschisa (reuniune de multimi deschise). Daca B este o multime deschisa inclusa in 4,
atunci B este vecindtate pentru orice punct al sdu deci B € Int(A), ceea ce inseamna ca Int(A4) este cea mai “largd” multime
deschisa continuta in A.
2° Avem de aritat ci A este intersectia tuturor multimilor inchise care include multimea A. Demonstratia poate fie realizata
in doua etape:

e A este inchisa si contine 4, caz in care include si intersectia despre care s-a discutat anterior.

e A esteinclusd in intersectia tuturor multimilor inchise care include multimea A.
Pentru a dovedi acest ultim fapt, fie x € A si s3 admitem prin absurd c& exsitd o multime inchisd F cu A C F si astfel incat x & F.
Atunci x € CF care este o vecinatate deschisa a lui x si CF c CA. Cu alte cuvinte, CF este o vecinatate a lui x care nu
intersecteazd multimea 4, ceea ce contrazie ipoteza x € A.
Pentru a finaliza demonstratia, a rdmas sd demonstrdm ci A este o multime inchisd. Vom aréta c3 A isi contine punctele de
acumulare si aplicdm propozitia Multimea F este inchisa in spatiul metric (X, d) daca si numai daca aceasta isi contine toate
punctele de acumulare (adic3 dacd F'  F). Fie x € (4)'.
Atunci pentru orice vecinitate deschis& Vj a lui x avem ci V, N A\ {x} # @. Prin urmare, existd y € V, N A cu y # x. Fiind
deschis3, V; este vecinitte a lui y si cum y € A trebuie ca V, N A # @. Dar V, este vecinitate deschisa arbitrara a lui x deci x € A.
30 Fr(A) = AN CA si este multime inchis fiind intersectia a doud multimi inchise.

| Tntr-un spatiu metric (X, d) un sir este imaginea unei functii s: N* - X. Se va nota pentru fiecare n € N*, s(n) = x,,.

A@x)vV)@ny)(Vn) (xeX,VEV,, nyEN, n>n, - x, €EV).

Observatie. Conform proprietatii de separatie a lui HAUSDORFF, x definit anterior este unic determinat si se va numi limita
sirului (x,). Se va scrie: x = lim x,, sau mai simplu x,, = x.

n—>oo

Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° x = lim x,.
n—-oo
2° Pentru fiecare V € V, multimea {n € N : x,, € V} este finita.
30 Pentru orice r > 0 existd n(r) € N astfel incat x,, € S(x,r) pentru orice n = n(r).
40 Pentru orice r > 0 existd n(r) € N astfel incat d(x,,, x) < r pentru orice n = n(r).
50 lim d(x,,x) = 0.
n—-oo

| Daca (V, || - ||) este un spatiu normat si (x,,) < V atunci:
x=limx, ©lim|x,—x||=0 & [Ve>03In(e)eN alilx,—x||<e Vn=n(e)].

n—-oo n—-oco
| Un sir (x;,) Tntr-un spatiu metric se numeste sir CAUCHY (sau sir fundamental) daca:

Ve>03n(e) € Nai d(x,, x,) < &,¥YVm,n = n(e) sau echivalent:
Ve>0 3n(e) €Nail d(xpip xn) <e,¥vn=n(e),Vp EN.
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Tntr-un spatiu metric, orice sir convergent este un sir CAUCHY.

Sa presupunem ca (x;,) este un sir convergent in spatiul metric (X, d). Atunci 3 x € X astfel incat lim x,, = x deci pentru oricare

n—oo

€ > 0 existd un rang n(¢) € N astfel incat d(x,, x) < % pentru oricare n = n(¢).
Atunci, folosind inegalitatea triunghiului, avem:

d(x, — %) < d(x,,x) +d(x,x,) < §+§ =g, Vm,n = n(e),
prin urmare (x,) este un sir fudamental.

Observatie. Nu orice sir CAUCHY este convergent. De exemplu X = [0, 1) este un spatiu metric cu distanta definita ca d(x,y) =
lx—=vyl; x, =1 —% ,n € N” este un sir CAUCHY deoarece este convegentin Rsix, - 1 (n = o).Dar1 & [0, 1).

N o 1\" . .
Un alt exemplu il constituie sirul (x,) € Q, x,, = (1 + Z) ,n € N¥, care nu converge la un numar rational.

Astfel se impune definitia de la exercitiul urmator.

| Un spatiu metric (X, d) se numeste complet daca orice sir CAUCHY este convergent la o limita care este de asemenea
din X.

Sa se arate ca:
1° Spatiul metric (R, d), d(x,y) = |x — y| este complet.
2° Spatiul metric (C,d), d(z;,2,) = |z, — 2z, | este complet.

[ | Spatiul metric (Q,d), d(x,y) = |x — y| nu este complet.

Fie (x,)n=1 Un sir de numere rationale pozitive:

p * *
xnz—ne(@, Pn €EZL, n €N
An
astfel incat x2 22, (n — o). Se araté ca (x;,),,»1 este un sir CAUCHY care nu converge in Q.

Fie (1,4) o vecindtate a punctului 2. Deoarece y, = x2 42, (n - ©), existd n, € N astfel incat y,, = x2 € (1,4) pentru orice
n = n,. Deoarece (y,)n>1 €Ste un sir convergent, atunci (y,,) =1 este un sir CAUCHY. Deci pentru

Ve>0 AN(e) € Nal |yuyp —Yu| = |x24p — x| <2¢, VR =N(e), VpEN.
Atunci:

_ |Yn+p _yn| 2¢ _
by = xal =5 < =

0
deoarece X1, + x, > 2. Deci (x,)p>1 este un sir CAUCHY. Presupunem cd x2 4x%, (n > ®),unde x° = Z—O € Q. Atunci
obtinem:

O 2
2=limy, = limxrzl=<p—0> ,
n—->oco n—-oco q
de unde rezulta contradictia:
0

p

F = \/E .
| Un spatiu normat (V, || - ||) ce este complet in raport cu distanta indusa se numeste spatiu BANACH.
Spatiul euclidian real este un spatiu BANACH.
[ | Fie (x;) un sir in spatiul metric (X, d) si a € X un punct de acumulare al multimii termenilor sirului.

Atunci (x,,) contine un subsir (x;,) care converge la a.

Consideram sirul de sfere:

Spi=8 (a,%) \ P{a}, n € N*
Fie x, € {x;| m € N"} N S;. Acum S, trebuie sd contind un punct xy, € {x;,| m = k; + 1}, intrucét fiecare S,, contine mai
multe puncte ale lui (x,,). In mod similar se poate determina un punct X, € {xm | m > k;} N S5 siin general:
Xknt1 € {xm | m > kn} N Spi1-
Astfel obtinem un subsir (xkn) C (xp) de termeni distincti ai sirului original. Dar x;, € Sy, prin urmare:
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1
OSd(xkn,a)<k——>0, cand n — oo.
n

Prinurmare: a = lim x .

n—oo

[ | Spatiul euclidian R? , p € N*, este un spatiu BANACH.

Fie x = (x;, %y, ...,xp), y = (1,72, ...,yp) € RP. Atunci:

P
Ik — Yl < Z(xk —Vk)* < \/Emaxﬂxk = Ykl k=1.2,..,p} €Y)
i=1

pentruk = 1,2, ..., p. Rezulta cd sirul (x;,), unde x,, = (xln,xzn, ...,xpn) este convergent pe x = (X1, X2, ..., Xp) :
Xn =X S [Xk, > X, pentruk = 1,2, ..., p]
Din (1) rezultd ca (x,) este un sir CAUCHY in RP daca si numai daca sirurile (xkn)neN ,k=1,2,...,p sunt toate siruri
CAUCHY.
Fie acum (x,,)nen Un sir CAUCHY in RP. Atunci pentru oricare k € {1,2, ..., p}, (xk")nEN este un sir CAUCHY in R. Prin

urmare, din criteriul lui CAUCHY rezulta ca (xkn) este convergentin R, existd x; € R astfelincat lim x, =x , k =12,..,p.

n—>oo

Prin urmare:
lim (xg, ) = (x1, %3, .... Xp), deci (x,,) este un sir convergent.

n—oo

[ | Fie (X, d) un spatiu metric si f: X — X o functie.
1° Un punct a € X se numeste punct fix pentru functia f daca si numai daca f(a) = a. Notam Fix(f) multimea tuturor

2° Functia f se numeste contractie de constanta a dac3 a € (0,1) si d(f(x), f(¥)) < a d(x,y), pentru oricare x,y € X.

Fie functia f: R - R, f(x) = sinx, definita pe spatiul euclidian real cu distanta d(x,y) = |[x —y|, Vx,y € R.
Sa se determine punctele fixe ale acesteia si daca functia este o contractie.

Fix(f) = {0} si f nu este contractie. Intr-adevér, dac presupunem ci existd un numér a € (0, 1) astfel incat:
|sinx —siny| < a|x —y|, Vx,y € R, atunci, pentruy = 0 avem:

|sinx| < a|x|, Vx € R*,deunde 1 = lirré Slzx| < a, in contradictie cu ipoteza a € (0, 1).
xX—

| (Teorema punctului fix a lui BANACH). Fie (X, d) un spatiu metric complet si f: X — X o contractie de constanta a €
(0,1). Atunci f are un punct fix unic. Mai mult, daca x, € X atunci sirul definit prin iteratie:

Xn = f(xn_1), vV neN* *)

n

converge la a si: d(xy,a) < 10(_—“ d(xg,x1), Vn € N*, (x %)
1° Mai intai demonstram ca sirul construit prin (x) este fundamental. Pentru aceasta demonstram ca:

d(xXp, Xpe1) < a™ d(xg, xq), VneN* (D

prin inductie dupa n.

Pentrun = 1, intrucat f este o contractie, avem:
d(x1,%2) = d(f(x0), f(x1)) < @ - d(x0,%1).

Acum presupunem ca, pentru un n € N* fix, inegalitatea (1) este adevarata; atunci:
d(Xps1, Xns2) = A(f (%), f (Xn41)) S @ - d (X, Xniq) < @™ 1d (20, %1)

si inegalitatea este demonstratd. Daca p € N*, din inegalitatea triunghiului si (1) avem:
d(xn:xn+p) = d(xn: xn+1) + d(xn+1:xn+2 )+t d(xn+p—1rxn+p) =

+1 +p-1 1—a?
< ad(xg,x1) + ™ d(xg, x1) + -+ VP Hd(xg, x1) = a d(xg,xq1) .

l1—«a
Prin urmare:
aTl
d(xn,xn+p) < md(xo,xl), vneN,peN (2)
n
Daca € > 0, deoarece a™ — 0, exista un n(e) € N* astfel ?ncétla_—ad(xo,xl) <eg,VvVn=n(e), Vp eEN", (x,)esteunsir
CAUCHY. Dar (X, d) este un spatiu metric complet, prin urmare (x,,) este convergent. Fie a limita:

a = lim x, (3)
n—-oo
2° Demonstram cd a € Fix(f). Utilizdnd din nou faptul ca f este o contractie si (3), avem:
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0<d(f(xp),f(@) <a-d(xpa) ~~ a-d(aa) =0,
prin urmare: "

d(f(xn), f(@) = 0 & f(xn) = f(@) & Xpy1 = f(@) (n - ),
de unde f(a) = a, deoarece limita sirului (x,,) este unica.
30 Demonstram ca a este unicul punct fix al functiei f.
Presupunem ca b € Fix (f), atunci f(b) = b si deci:

d(a,b) = d(f(a),f(b)) < a-d(a,b) sau:
(1—-a)d(a,b) <0 ©d(a,b) <0 ©d(a,b) =0 © a=bdeciFix f = {a}.
40 Pentru a demonstra inegalitatea (* x ) folosim inegalitatea triunghiului si (2). Avem:

am o .
d(xpy,a) < dgxn, Xnip) +d(Xpep,a) < P d(xg,%1) + d(xn4p,a), ¥ n,p € N*si pentrup — oo se obtine:
d(xp,a) < 1a—_a d(xg,x1) , pentru oricare n € N*,

Observatie. Teoremele de punct fix au aplicatii in teoria ecuatiilor diferentiale, in teoria ecuatiilor integrale, in teoria aproximarii,
in teoria stabilitatii ecuatiilor diferentiale etc.

[ | Fie (X,d), (Y, &) un spatiu metricsi /,;: X > Y, n € N.

[Ve>0, In. € N]al §(f,(x),f(x)) <e,Vn=n,VxEX].
u
Scriem Tn acest caz: fon—f (pe X).

u
Fie (X, d) un spatiu metric complet, (f,,)nen Un sir convergent uniform: fa:X > X, f,—f (pe X). Daca:

1° Fix (fy,) # 0,Vn € N*;
2° f este o contractie de constanta a;
atunci orice sir (x,) de puncte fixe, x,, € Fix (f;,) converge si are ca limita punctul fix unic de f.

Teorema lui BANACH implica faptul ca f are un punct fix unic. Fie Fix (f) = {x}. Trebuie sa ardtam ca x,, = x. Avem:
d(xn, %) = d(fr(en), (1) < d(fn (), f () + d(f (), £ () < d(fu (xn), f (X)) + @d (2, ) de unde:

d(x,,x) < ﬁ d(fn(xn), f(xn)) = 0 cdnd n — oo, prin urmare d(x,, x) = 0 cdnd n — co. Prin urmare lim x, = x.

n—oo

| Fie (X, || - ||) un spatiu BANACH si f: X — X o contractie de constanta a. Atunci id, — f este o functie surjectiva.

Fie y € X, fix si definit:
h:X->X, h(x) = f(x) + y.
Atunci:
|1h(xq) — hCe)|l = Il f (1) — fF )l < a||x;, — x2]|, prin urmare h este o contractie de constanta « si, prin teorema lui
Banach, exista un x € X unic astfel incat:
h(x)=x o f()+y=x ©x—f(x) =y.
Prin urmare id,, — f este o functie surjectiva.

Un spatiu cu un produs interior infinit dimensional (V, ( -,-)), ce este un spatiu BANACH in raport cu regula indusd, se numeste
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Spatii metrice. Exercitii

| Fie (G, +) un grup comutativ si p: G = R, o functie ce satisface proprietatile:

1° p(x) =0 ©x =0;

2° p(—x) =p(x), Vx €G;

SF p(x+y) <plx)+pQ) VxyEGQG.

Sa se arate ca aplicatiad: G X G - R, d(x,y) =p(x —y), Vx,y € G este o metrica pe G.

Verificam ca d satisface axiomele metricii:

1° dx,y)=px—y)<0,Vx,y€EGpentrucix—y=x+(—-y) EGsid(x,y) =0 ©x—y=0 ©x=y;
2° dix,y) =px—y)=p(—x+y) =pQy —x) =d(y,x);

30 dx,y) =px—y)=px—z+z—y)<plx—2)+p(z—y)=d(x,z) +d(z,y), Vx,y,z €QG.

[ | Fiep € N*sid: RP X RP — [0, ), definita prin:

d ((xbxz; "-xp); (}’1,}’2; ---}’p)) =|x; =yl + [xp =yl + - + |xp _}’pl -
Atunci (RP, d) este un spatiu metric.
Pentru p = 2 sa se decrie bila de centru (0, 0) si raza 1.

Daca p = 2, atunci bila centrata in origine si de raza 1 este:
S((0,01) = {(x,y) € R? : max{|x|, |y} <1},
care este interiorul unui patrat.

[ | Tntr-un spatiu metric (X, d) au loc relatiile:

1° d(xy,xp) < d(xg,x3) +d(xy,x3) + -+ d(Xp_1, %), V Xq,X3, ..., Xy €X;
2° l[d(x,z) — (y,2)| < d(x,y), Vx,y,2€X;

30 [d(x,y) —d(x',y)| <d(x,x")+d(,y"), vx,y,x",y' € X.

1° Se aplica succesiv inegalitatea triunghiului.

2 Vx,y,z€X,avemd(x,z) <d(x,y) +d(y,z),deunde d(x,z) —d(y,z) < d(x,y).

Procedand analog sau schimband intre ele rolurile lui x si y si folosind proprietatea de simtrie a metricii obtinem si d(y, z) —
d(x,z) <d(y,z),deunde |d(x,z) —d(x,y)| <d(x,y), Vx,v,z € X.

30

| Fie p € N*. Atunci:
llx]| = /x2 + x2 + -+ + x2 — norma euclidiand;

oIl = |y | + |z | + -+ + |25 ]
lx[l; = max{|x,|, [x21, , [xp[},
pentru x = (xl,xz, ...,xp) € RP, sunt trei norme pe RP.

| Fie (G, +) un grup comutativ si p: G = R, o functie ce satisface proprietatile:
o p(x)=0 ©x=0.
e p(—=x)=pkx), VXEG;
e plx+y)<pl)+pQ) Vx,y€EG.
Sa se arate ca aplicatiad: G X G » R, d(x,y) =p(x —y), Vx,y € G este o metrica pe G.

Verificam c3 d satisface axiomele metricii: 1°, dx,y) =plx—y)<0,x,y €EGpentrucix—y=x+(—y) €EGsi
dx,y)=0 ©opx-—y)=0 ©ox-y=0 ox=y; 2° dxy)=px-y)=p(-=x+y) =p(y —x) =d¥,x)
30 dix,y) =px—y)=px—z+z—y)<plx—2)+p(z—y)=d(x,z)+d(z,y),Vx,y,2€EQG.
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[ | Sa se arate ca urmatoarele aplicatii sunt distante pe N:

1° d:NXN->R,, dim,n) =|m—n|, Vm,n € N.

20 dN'XN SR, dmn)=|=-3|, vmnen.
m n

3° d:NxN—>R+,d(m,n)=|———,Vm,n€N.

1+m 1+n

[ | Sd se arate ca aplicatiile: d,5,A: R" X R" - R,, definite prin:

n n
d@y) = | ) e=yd?, 806y = ) b=yl AG,y) = maxlx — yil
k=1 k=1 '

sunt metrici pe R™ si acestea sunt echivalente.

Pentru d se aplica inegalitatea lui MINKOWSKI:

n n

n
Z(ak+bk)2§ Za,§+ Zbg, Va=(a,ap . ay), b=(by,by..,b,).
k=1

k=1 k=1

Pentru a demonstra echivalenta acestor metrici, se arata ca:
A<§<Vn-d<n-§<nVn-6.

| Se considera spatiul vectorial C™ inzestrat cu operatiile uzuale definite prin:

(1, X2, s Xn) + V1, Y20 s Yn) = (41 + Y1, X2 + Y2, o, Xn + W),
Axy, X0, e, X)) = (Axq, Axy, oo, AXy) AER.
Atunci

I:C* >Ry, lzll =

esteonormdapeC*sid:C" X C" - R, , d(z,z") = ||z — Z'|| este o distantd pe C".

| Fie A € M, (R) o matrice simetrica pozitiv definita.
1° Sa se demonstreze cd functia (-,-) 4: R™ X R™ —» R™ definita prin:
n
(x,¥)a = Z aijx;yj
Lj=1
este un produs scalar pe R".
2° Sa se demonstreze ca functia ||x|| 4: R™ = R, definita prin:
n 2
lx[la = z QaijXiy;j
ij=1

este o norma pe R".

| Daca x4, X5, ..., X, Sunt vectori ai unui spatiu normat (E, || - [|), atunci:
n n
T EPNEAT
k=1 k=1
| Fie A =[0,1] X (1,2) U {(2,2)} o submultime a spatiului euclidian R?. S& se demonstreze c3 A nu este nici inchis3, nici

deschisa si sa se determine 7z A si A.

A nu este deschisa deoarece punctul (1,0) ¢ A, dar pentru orice r > 0 bila S((l, 0), r) nu este inclusa in A.
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A nu este nici inchisd, deoarece G := R? \ A nu este deschis3: punctul (1,1) € G si pentru orice r > 0 bila S((l, 1),r) nu este
inclusain G.

9z (A) = {(2,2)}, deoarece S((2,2),1) N A = {(2,2)} deci (2, 2) este punct izolat pentru A4 si orice alt punct din 4 este punct de
acumulare pentru A.

A=10,1]1x{(2,2)}si4" =[0,1] x [1,2].

[ | Fie A =[0,1] x (1,2) U {(2,2)}. S4 se determine: Int(4), Ext(A), Fr(4).

Int(4) = (0,1) x (1,2), Ext(4) = R?\ [0,1] X {(2,2)} = R?\ A.
Fr(d) ={0,y): y € [1,2}n{(1,¥): y € [1,2]} n{(x, 1): x € [1,2]} n{(x, 2): x € [1,2]} n {(2,2)}.

| Fie f:[a, b] = [a, b], f € C'[a, b] si presupunem c& 0 = ||f'|| :== sup{|f'(x)| | x € [a, b]} < 1.S4 se arate c f are un
punct fix unic.

Fie x, y € [a, b] doua puncte arbitrare. Din teorema lui LAGRANGE rezulta: 3 { intre x si y astfel incat f(x) — f(y) =
f(Q)(x — ), prin urmare:

lfC)=fOI<If'lIl-lx=yl,  Vxy€lab]
f este contractie de constanta ||f'||. Dar X = [a, b] este un spatiu metric complet in raport cu distanta euclidiana. Prin urmare,
teorema punctului fix a lui BANACH arata faptul ca f are un punct fix unic.

| Calculati radécinile reale ale ecuatiei x°> + 10x — 1 = 0 cu exact trei cifre.
Fiey:R > R, y(x) = x>+ 10x — 1; (1)
Deoarece y'(x) =5x*+10 > 0, V x € R, rezultd c3 y este o functie crescitoare, prin urmare ecuatia (1) are o

radacina reald unicd a € [0, 1] := X (deoarece y(0) = —1 < y(1) = 10).
Scriem ecuatia sub forma f(x) = x punand:

f(x):x‘*-l-—l()' fiX-X,
unde X = [0, 1] este un spatiu metric complet (cu spatiul euclidian d(x,y) = |x — y|). Vom demonstra ca f este o contractie
utilizand exercitiul anterior. Avem:
f'(x) = i x€X
(x*+10)? ’ i
Prin urmare f este o functie descrescatoare si imaginea acesteia:

1 1
£ = £10,1D = [FW,FO)] = | 77.75] < X
f este definit corect; mai mult, f € 1[0, 1], prin urmare ' € €°[0,1] si
4-1 1
4 < 14 < - =
Il < 10| < 97 = 25
Din exercitiul anterior rezultd ca f: X — X este o contractie de constanta a = 2—15 si putem aplica teorema lui BANACH.

Fie x, = 0. Determindm n € N* a.i.
1 | 1] 1 - )
neq_ L " 10| T 257124 103’
257 (1-2)) 10 257-1.24.100 10

Vx€eX.

an
T d(xo, x1) =

(2)

. 1 .. L n _ . . . . e s
atunci x, = a,|x, —a| < Tooo €roarea fiind mai micd decat 1073, Observam c3 pentru n = 2, inegalitatea (2) este verificat3.
Prin urmare, am obtinut exact solutia ecuatiei (1) aproximata cu trei cifre:

— Flx) = (1)_ 1 _ 10,000 B
axx=f0n) =11 -1, 100001
104
[ | S& se determine funtia g € C°[a, b] si A # 0 astfel incat: 1] < M(bl_a) = a, unde M este o constanta pozitiva

x2

pentru care |[x - @ 2z dt, x € [a, b] are o solutie unica.

Este clar c3 integrala exist3 si partea dreapta a ecuatiei este o functie continua pe X dacd f € C°[a, b].
Se pune problema dac§ exist sau nu o functie continu3 f € C°[a, b] care satisface ecuatia, ficand o identitate in x pentru x €
[a, b]. Aplicdam teorema dupa cum urmeaza:

x2
e definim functia F(f)(x) = g(x) + 4 f; t-f(t) e zdt
e aritam c3 F este o contractie pentru fi, f, € C°[a, b].
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IF(fD) — FURIIl = || A1/ — (O]t e Zdt < 4| M(b - )l fi— f2ll = allfi = fall,

unde a € (0,1). Teorema garanteaz existenta unei f € C°[a, b] unice, astfel incat F (f) = f.
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Diverse

[ | Sa se demonstreze ca:

f@"‘lnxdx= —C. (D
0

Formula lui WEIERSTRASS referitoare la functia gamma:
(00

F(x)"‘:efftx"le"tdt

0
(integrala fiind convergentad) sustine ca:
(o)

% e 1_[ (1+ g) = )

n=1
unde produsul infinit din membrul al doilea este convergent absolut si uniform pe orice interval compact al axei reale si care nu
contine niciun numar negativ.

Logaritmam cei doi membri: produsul infinit de functii derivabile se transforma intr-o serie de functii derivabile.

—InT(x) =lnx+Cx + i(ln(1+g)—£) . 3
n=1

n
Seria de derivate din membrul al doilea este:
n+x n/ x(n+x)
n=1 n=1

si aceasta este absolut convergenta pe orice submultime compacta K a dreptei reale.

Intr-adevar, pentru orice submultime compacts K, existd un A > 0 astfel incat K c [—A4, A], deci |x| < Asi, ludnd n > 24,
1

nn+x)

v n n - 2 . . . ® . . . v
rezultd |n+ x| >n— =3 adica | | <2 deci seria este majorata (pornind de lan > 2A4) prin seria convergenta

2 A . . . . . 9 Af 0
21?:1;- (In relatia (3), care contine logaritmi, ne intereseaza convergenta seriei doar pe multimea K N (0, 0).)
Deci este valabila egalitatea urmatoare:

[oe]

_l;l(())(())=%+e+2(nj-x_%)' )

n=1

I'(x) = —T(x) <%+c+ i (nix—%)). %)
n=1

Integrala care defineste functia I" este, pentru x € R, x > 0, uniform convergenta si functia I" satisface conditiile pentru care
derivata se obtine din functia din interiorul integralei prin intermediul parametrului x:

Astfel avem:

I'(x) = f t*le tIntdt. (5)
0
Din (4’) si (5) rezulta:
1 -1 1
ft"_le_tlntdt= -TX)|—-+C - Z(—— ) )
X n n+x
0 n=1
A . . oo (1 1 .
Pentrux = 1sitinand contca: (1) = 1sica Yo, (; — m) = 1, rezulta:
j e tlntdt = —C.
0
Observatie. Introducand x = —Int in (1) si tinand cont de teorema schimbarii de variabila pe un interval non-compact, obtinem o

alta expresie pentru constanta lui EULER cu ajutorul integralei pe un interval non-compact (dar marginit):
1

1
jln (ln?) dt = —C.

0
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[ | Sa se demonstreze egalitatea:
[ee]

f( ! 1) *dx=¢ 1
1—e* x)° &% M
0

( 1 1) gy o e ¥ e ¥ .
fl—@‘x e x—f 1-e* x )97

1 — e XY —-x —-X
(A2 oo [

Rezolvam ultima integrala prin metoda integrarii prin parti alegand:

Avem:

fx)=e™ ...... f'(x) =—e™
1
g'x) = R gx) =Inx
deci:
@—x
dex=@‘xlnx+ f@‘xlnxdx. (2)
S-a obtinut formula:
1 1\ _ _ B B
f(l_@_x—;)@xdlen(l—@x)_—exlnx—f@xlnxdx. 3)
Se aplica aici formula LEIBNIZ-NEWTON, unde a,b € R, a < b, f:(a,b) - R:
b b
j feodx = FGO | (4)
a a
unde se noteaza:
b
FO| = limFB) - F(@), )
@  Brb
ceea ce este echivalent cu:
b
F(x) ‘ = lim F(x) — lim F(x). %)
@ x7b xNa
Formula este valabila cu urmatoarele ipoteze:
1° f este integrabild pe orice multime compacta [a, 8] < (a, b);
2° f admite o primitiva F;
30 cele doua limite de la (4”’) sunt finite sau diferenta lor este finita.

(Conditiile 1° si 2° sunt satisfacute in cazurile particulare in care f este continua pe (a, b)).
Din (3) si (4) se obtine:

J( 1 —1)@‘xdx= In1—-e™)| - e*Inx
l—e™ «x .

[ee]
[ee)
—f@‘xlnx dx =
0 0

0

= lim In(1 —e™) —limIn(1 — e¢*) — (lim e*Inx — lime ¥ Inx) — f e ¥dx =
X—00 xNO0 X—00 N0
0

= lim(n(1—e™) —e*Ilnx) — li{g Inl—-e™)—e*lnx — f e *lnx dx ,
X—00 X
0

L

L
adica:
1 1\ _, x
j(l—@‘x_;)@ dx=l2—l1—fe Inx dx . (5)
0 0
Pentru a calcula [, si [; utilizam limitele fundamentale:
im <=1, limxlnx=0, lime *Inx=0. (6)
x—0o X xN0 X—00
Se obtine:
I, =lim(In(1 —e™™)—e*Inx)=0. 7
X—00
De asemenea se remarca faptul ca:
—-X —-X —-X

In(l—-e™)—e*Inx =1In

e e
+(1—-e®)Inx=In + (xlnx) =
X X
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e*—-1 e *-1
=In + (xln x) ,
—Xx —Xx
adica:
e ¥ — e *—-1
In(1-e™)—e*Inx =In—- + — (xlnx) .
Aplicand (6), obtinem:
I, = li{%(ln(l —e¥)—e*lnx)=0. (8
X

Din (5), (7), (8) rezulta:

J‘( ! 1) ~% gy = J‘ ~*lnxd
T )¢ dx= e *lnxdx.

0 0
| Sa se demonstreze ca:
[ e
1+x ¢ X )

0

Se aplica formula:
f e *Inxdx =—-C,
0

demonstrata anterior.
intr-adevar, prin descompunerea in fractii simple, se obtine:

1( 1 _x)_l 1 e ™ )
x \1+x ¢ B ' 2

Tinand cont si de formula:
@—x
dex =e *lnx+ f@"‘lnxdx,

primitiva corespunzatoare integralei (1) va fi:

1 1 e ¥
f—~( —@"‘)dx=lnx—ln(1+x)—f—dx=
x \1+4+x X

— (@"‘ Inx + f e *lnx dx) :
1+4+x
Se aplica formula LEIBNIZ-NEWTON:

1 x |© w7
f( — @‘x)dx= In ‘ —e¥ 1nx| —f@‘xlnxdx=
1+ x 1+x
0 0 0 9

=In

lim In — limln
xoo 14+x xn0 1+4+x

X— 00

- (lim e *lnx — lim@‘xlnx) — f e *lnxdx =
xN0
0

x X

: —aX _ % ok _ -X

llm(ln1+x e lnx) llm(ln1+x e lnx) fce Inxdx,
0

X—00 N0
Ly Ly
adica:
1 —X —X
<1+x_@ )dx=L2—L1— e *Inxdx.
0 0
Dar
L, = lim (ln ad —@‘xlnx) =0
2 x>0 1+ x
si
 a—X
= |i — e X = |i —_ =
L, = Ll{% (ln T+ C lnx) Ll{r(} . (xlnx) — In(1 + x))
(L In(1+x)) =0
=lim| — (xlnx) — In(1+x) ) =0.
Deci:
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| Se considera numere reale a4, a,, ..., a,, P1, P2, ---, Pn, Care satisfac proprietatile:

10 al,az, ...,anZO;

11 1 . .. )
2¢ P1, D2 Pn > 0; ottt = 1. (adicd numerele py, py, ..., pp sunt (HOLDER) conjugate)

1 2 n
Atunci:

p 1 5 1 5
Ay Ay .ty < —-a; +—-ay’ ++—-a,",
p1 D2 Pn

(inegalitatea lui YOUNG)
cu egalitate daca si numai dac3: at=al? = =ar.

Utilizam inegalitatea ponderata a lui JENSEN pentru functii concave:
Daca f: I € R — R este o functie concava, [-interval, atunci:

n n n n
f<Zkak>2 Zwkf(xk), Wk>0, ZWkaEI, Ewkzl
k=1 k=1 k=1

k=1
Utilizand concavitatea functiei logaritmice cu baza b > 1, in aranjarea:
1 p 1 p 1 p L L p
logpa; -a; - ...-a, = —log,a;* + —logy, a,? + -+ —log, a,™ < log, <— R e S SR e an") .
P1 p2 n 1 p2 Pn
cu monotonia functiei logy, , se obtine inegalitatea din enunt.

Observatii.
1° n cazul particular n = 2 se obtine forma clasica a ineqalitdtii lui YOUNG:

. . . . 11 .
e Daca numerele p, g sunt (HOLDER) conjugate, adicap,q > 0 = +E = 1, atunci, pentru a, b = 0, avem:

1 1
a-b<-aPt o bl

q
cu egalitate daca aP = b1.
2° Daca in forma generala a inegalitatii lui YOUNG se iau p; = p, = -+ = p, = n (care sunt HOLDER-conjugate), se
obtine:
1
a; - Ay Ay <—-(al +af + . +a}), Yaa,,..,a,=20,neEN,n=>2,
n
cu egalitate daca sinumaidaca a; = a, = - = a,.
30 Dacd in inegalitatea anterioard ludam x; = %/a;, i = 1,n, se deduce inegalitatea mediilor:
1
My xg e xp < - (g + x5+ 4+ xp), V Xy,X2, ., Xp 2 0,mEN,N > 2.
o . . e .l , . , .
40 Daca Tn inegalitatea lui YOUNG generalizata se iau: a; = xiq’ o =gq;, i1 =1,n, seobtineinegalitatea poderatd a
L
mediilor:
Xt exd? et < quxg + quxg + o F G,

Vxq,%, .., Xy =20,n€ENN=>2, 91,92, > qn € (0,1),91,92, -, qn =1

[ | Fie a;; = 0,i=1n, j=1msipy, Dy -, Pm > 1 numere HOLDER-conjugate. Daca
n n n
P1 _ P2 _ _ Pm __
i=1 i=1 i=1
atunci:
n m
> Jou 1
i=1 j=1

m

1 1
nau <—-all+ —-al? 44 —-alm
j=1 pl pm

Insumand dupa i = 1,n, obtinem
n m n
1 p 1 D p 1

Znal,s— alf+—2ai22+ +—z bm= —4—4.b—=1
— 1 p1 & D2 & m 4= 1 D2 m
i=1 j=1 i i=1 i=1
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| (Inegalitatea lui HOLDER generalizatd). Daca a;j = 0, i = 1,n, j = 1,msipy,py, ..., P > 1 sunt numere HOLDER-

1
n m m n p_]
< i
aij S a”
i=1 j=1 j=1 \i=1
Sa consideram numerele:
_ 2 _ _
a;j = = i=1,n, j=1m

n m n m n m m n 1/pj
aij pj
aij <1e& —1/1)] <1e& al-j < al.j
i=1 j=1 i=1 j=1( ?:1 Z]) i=1 j=1 Jj=1 \i=1
u (Inegalitatea lui ROGERS). Daca 0 < r < 1, atunci:
n n T n 1-r
S = (S (S
i=1 i=1 i=1

Printr-o simpla schimbare de variabila, inegalitatea lui ROGERS este echivalenta cu inegalitatea lui HOLDER.

[ | (Inegalitatea lui ROGERS generalizatd). Dacd a;; =0, i =1,n, j=1,msi0 <ry,71y, ..,y < lastfelincatr, + 7, +

m m rj
T‘]’ <
al.j S aij .

-+ 1, = 1, atunci:
n <
i=1 ]:1 ]:1 i
Echivalenta intre inegalitatea lui HOLDER generalizata si inegalitatea lui ROGERS generalizata are loc pe baza substitutiilor

NIE

1l
[y

1 . 1/pj _ 1j . —— .
p—j = 1j, respectiv, a;; — a;  =a;, 1= ILn, j=1m.
u (Inegalitatea CAUCHY-BUNIAKQVSKI-SCHWARZ generalizatd). Dacd a;; =0, i=1,n, j=1,m, m,n € N,
atunci:
m
n m m n
STTe ) <[ T(De0)
i=1 j=1 j=1 \i=1
Luand p; = p, = - = p,,, = m (care evident sunt numere HOLDER-conjugate) in inegalitatea lui HOLDER generalizata, se
obtine:
1
n m m n m
ST Teo = [1(en)
i=1 j=1 j=1 \i=1
Observatie. Pentru m = 3, se obtine inegalitatea CAUCHY-BUNIAKOVSKI-SCHWARZ pentru trei variabile:
n 3 n n n
3 3 3
(Brmo) =(35)- () (354
i=1 i=1 i=1 i=1
u (Inegalitatea lui MINKOWSKI generalizatd). Dacda;; =0, i =1,n, j=1,m, m,n € N'sip > 1, atunci:
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1 1
n o, m P\p m [/ n P
X)) = 22
j=1 \i=1 i=1 \j=1

Pentrup < 1,p # 0, inegalitatea se inverseaza.

Demonstratia se face prin inductie dupa n. Pentru m = 1, relatia are loc cu egalitate. Cazul m = 2 constituie pasul esential al
demonstratiei, deoarece reprezinta inegalitatea clasica a lui MINKOWSKI (cu notatie modificatd). Mai exact, avem de

demonstrat inegalitatea:
1 1 1

n D n %) n
14

Z(alj + azj) < z afj + Z agj . (2)

j=1 j=1 j=1

Utilizand o idee de demonstratie a lui RIESZ, se va porni de la identitatea:
n n n

Z(alj +az;)’ = Z ayj(as; + azf)p_l + Z azj(ayj + ‘121)19_1

j=1 j=1 j=1
si vom aplica inegalitatea ROGERS-HOLDER pentru fiecare suma din membrul drept.

Tinand cont si de faptul ca % +$ = 1 este echivalentcu (p — 1)q = p, avem:

i n p E n D %
1 1
S = Z(alj + aZj)p s Zalj Z(alj + 21)(p )+ Zazj Z(alj + 21)(p ) =
=1

T

=1

]:1 =
1
p/n n
Z aj Z(alj + a2]) + Z agj Z(alj + aZJ) =
j=1 = j=1 j=1
1 i 1
n 14 n q n n
_ p p Pl _
S« (St ) | (Savar) - (St ) + (St
| U=t =t/ =1 =1

1
Prin impartire cu S4, se obtine inegalitatea (2).
Presupunem adevaratd inegalitatea (1) in cazul m si vom demonstra cd este adevarata si in cazul m + 1. intr-adevar, folosind

cazul m = 2, demonstrat mai sus si ipoteza de inductie, avem succesiv
1

=

m P

n ,m+1 7 n m n p
z(zau) : z(zwm) S50+ (S -
=1 =il ]:1 i=1 =1 =5\ ]:1
m n %) n ) m+1 / n E
— 14
=2\ 2 ) 2] = 2 2
i=1 \j=1 j=1 i=1 \j=1

Observatie. pentru m = 2, se obtine inegalitatea clasica a lui MINKOWSKI:
e Dacda;b;=0,i=1,2,..,nsip > 1, atunci:

1 1 1
n P n P n p
S el (5]

i=1 i=
cu egalitate daca sirurile (a;) ;=17 , (b;) ;=15 sunt proportionale.
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Formule importante

Binomul lui NEWTON: (a + b)" = a™ + Cra™ b + C2a™ 2b? + --- + C}*b™, unde:

k —1)(n— _
ck=2n— n(n-1)(n-2)..(n—k+1) sunt coeficientii binomiali.
Py 1-2-3-.K
Formulele lui VIETE: Fie ecuatia agx™ + a;x™ 1+ -+ a, =0, (ag # 0)sixg,xy, ..., X, rddacinile sale. Atunci:
a a a

Zi Xi = —a—i , Zi<j xixj = —a—i . X1Xp n Xy = (—1)na—:
Suma puterilor primelor n numere naturale.
Fie SP=1P42P 43P 4..4nP (n>1,p=>0). Atunci:

0 1 n(n+1)
sy =n; g =22 6

2 n(n+1)(2n+1) 3 1 n(n+1) 2
S(): 0 STS):[ST(I)]ZZ[ > ]

3 9=

6 ’

Ca relatie de recurentd, exista formula lui PASCAL.:
n+ 1P =1+CpsP™V+ s + o+ s + s

Determinanti.

all a12 wan aas was ...aln

= Yoer(sign o) A16(1)%20(2) - Ana(n)

Ap1 Apo e vee e A

une [}, este multimea tuturor permutarilor  ale multimii {1, 2, ... n}, iar sign o este semnul permutarii o;

+1 (respectiv — 1) dacd o are un numar par (respectiv impar) de inversiuni.

https://www.math.upenn.edu/~brweber/Courses/2012/Math116/CourseFiles/BasicK.pdf

https://www.math.upenn.edu/~brweber/Courses/2012/Math116/CourseFiles/CheatSheet.pdf
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an(n+1)(6n+9n?+n-1)

30

signo =


https://www.math.upenn.edu/~brweber/Courses/2012/Math116/CourseFiles/BasicK.pdf
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Functii elementare
X dacix #0
Functia signum: sign : R - {0,1}, signx = {IXI '
0, daca x=0
R4
1
xl-
.D -
-1 B
y= sign x

Functia parte intreagd.

L ]

Y

P
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I
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Curbe remarcabile

(Detalii suplimentare la MathCurve.com)
Dreapta.
Ecuatia dreptei care trece prin (xg, y) si are panta m:
Y — Yo = m(x — xo).
Ecuatia segmentara a dreptei:
XY _
" aF ) 1.
Alte forme ale ecuatiei dreptei:
y=mx+n, Ax+By+C=0.

Cercul.
Ecuatia cercului cu centrul in (x4, Vo) si de raza r, in coordonate carteziene:

(x—x0)*+ @ —y)* =12

Elipsa.

Ecuatia elipsei de semiaxe a, b in coordonate carteziene:
X2 y?
—+—==1
a?  b?

Ecuatiile parametrice:
X =acos0, y =bsing, 6 €[0,2m|

A 4

Ecuatia elipsei in coordonate polare:  p(6) = —1_62059-
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'Y
b
P (x,y)
P
F s} X
c a
e= 2 < 1 (excentricitatea)
2 _ 2 _ 12 _b*
c“=a bs, p= s
Hiperbola.
Ecuatia hiperbolei in coordonate carteziene:
x2 yZ
@ b
Ecuatiile parametrice (ramura pozitiva):
x=acht, y =bsht, teRL
Ecuatia in coordonate polare:
__ D
p(6) = 1-ecos@’
e = 2 > 1 (excentricitatea)
bZ
c2=a?+b% p=—.
a
Ecuatia hiperbolei echilatere: x? —y? =1
* &
A
b " ? 1%
. AP )
Y & I
Y N /f lrip
~ . , s g
WS
. x

e ..L(;:m, | (0, 0)

Parabola.

Ecuatia parabolei in coordonate carteziene:
y? = 2px.

Ecuatia parabolei in coordonate polare:

0) =—.
p(®) 1—cos@
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Cicloida.

Cicloida este locul geometric al punctului P, cand cercul C se roteste fara alunecare.
Ecuatiile parametrice ale cicloidei:

x = r(t —sint), y =1r(1l—cost), t € R.

illjll

Lemniscata.

Lemniscata este locul geometric al punctelor P a.i.

—\ 2
__ __ (FF
PF, - PF, <£> =a?.

Ecuatia lemniscatei in coordonate carteziene:
v* +x%)* = 2a*(y* — x?).

Ecuatia in cooronate polare:

p?(0) = 2a®cos 26, —

Astroida.
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Suprafete remarcabile

CUADRICE

Denumire Ecuatie Conic Semi- Imagine
a invarianti
degen
erata
1 Elipsoid real x? y? z? Da A-2;<0
=g -_
a b2 (2 Nu i=1,3
2 Elipsoid imaginar 2 g2 g2 5 - A-2;<0
S+t +1=0 U =13
3 Hiperboloid cu o panz x? y? z? 1=0 Da A2
@2 pE ez T Nu |+
4 | Hiperboloid cu dous panze x? y? z? 5 Da A2
7 o = o=t Nu +,+,—
5 Paraboloid eliptic x? y? Nu §=0A
a? b u #
A, >0
6 Paraboloid hiperbolic x? y? Nu §=0,
E_ﬁ_zz_o Nu 1112<0
X
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
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Calcul real

Preliminarii | Calcul diferential | Calcul integral

Analiza complexa

Calcul multivariabil

Spatiul R™ |Limita a unei functii | Continuitate |
Derivabilitate |Integrala | Spatii topologice

Analiza matematica abstracta

Spatii topologice

Anexe

VA- e
p=q
peq

AUB, AnB,A\B, AVB

V)

€)

@n

EE

P (A)

A

A~ B

A ,card A

(a,b), [a,b]
V(x0)

A’ sau A'(R); A'(R)

e

Notatii utilizate

operatori logici (conjunctia, disjunctia, implicatia, echivalenta)

propozitia p — q este adevarata;

propozitia p © q este adevarata;

reuniunea, intersectie, diferenta, reuniunea disjuncta a multimilor 4, B;
cuantificatorul universal (oricare ar fi);

cuantificatorul universal (existd);

“exista si este unic”’;

semnul apartenentei si neapartenentei la o multime;

multimea partilor multimii 4;

complementara multimii 4;

multimile A, B sunt echipotente;

cardinalul multimii 4;

multimile 4, B sunt asemenea;

multimea numerelor ordinale;

multimea numerelor, respectiv, naturale, intregi, rationale, reale, complexe;
multimea R sau C;

dreapta incheiata (completata);

succesorul numarului natural n;

multimea cat (factor) a multimii A prin relatia de echivalenta =;

functiile “parte intreagd” si “parte fractionara”;

n factorial;

functia semn (signum);

functia identicd a multimii A;

simbolul lui KRONECKER;

intervalul deschis, respectiv inchis, determinat de punctele a, b € R;
multimea tuturor vecinatatilor unui punct x, € R;
derivata multimii A in R sau R;

numarul lui EULER (baza logaritmilor naturali);
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Analiza matematica abstracta

Spatii topologice

Anexe
Simboluri
I = =
\above - \acute \aleph X \alpha « \Alpha A \amalg [] \angle <« \aoint gfa
\approx= \asmash 1 \ast * \asymp = \atop !
\bar ~ \Bar \because - \begin [ \below —+ \bet 2 \beta g \Beta B \beth
2 \bigcap N \bigcup U \bigodot ® \bigoplus ® \bigotimes ®
\bigsqgcup L \bigvee V \bigwedge A \binomial (a+b)*n =
Y (k=0)"n#Emnmlk)a*kb"(n —k) \bot L \bowtie X \box O \boxdot [-]
\boxminus H \boxplus H \bra  { \break ¢ \breve ~
\bullet -
\cap N \cases © \cbrt J \cdot - \cdots --- \check ” \chix \Chi X
\circ o \cIose-I \clubsuit # \coint ¢ \cong = \coprod [ | \cup U
\dalet 7 \daleth 7 \dashv H \dd d \Dd D \ddddot "~ \dddot ™ \ddot ~
\ddots " \defeq & \degc °C \degf °F \degree ° \delta 6 \Delta A
\Deltaeq & \diamond ¢ \diamondsuit ¢ \div + \dot ° \doteq = \dots
\doubleA A \doubleB B ......... \doubleZ Z \downarrow {, \Downarrow U \dsmash |
\eee \ell®& \emptyset® \emsp \end ] \ensp \epsilon €
\Epsilon E \egarray . \equiv = \etan \EtaH \exists3 \forall ¥ \fraktur a \frakturA 2«
\frakturb b \frakturB®8B \frakturcc \frakturC € \frakturz 3 \frakturZ 3
\frown = \funcapply !
\GI' \GammaT \ge = \geq= \gets « \gg > \gimel 3 \grave"
\hairsp \hat” \hbar \heartsuit ©® \hookleftarrow < \hookrightarrow & \hphantom &
\hsmash &  \hvec~

\identitymatrix (H(1&0&0@0&1&0@0&0&1)) \ii 7 \iiiint [fff \iiint [ff \iint [f

\int [ \Im$3 \imathI \in € \incA \infty co \int [ \integral 1/2m [_072m
#d0/(a+b sin 0)=1/V(a*2-b"2) \iota t \lota | \itimes i \j Jay \jj J \jmath j
\kappa k \Kappa K \ket )

\lambda A \Lambda A  \langle ( \lbbrack [ \lbrace \{ \lbrack [ \Iceil \ldiv /

\ldivide / \ldots ... \le< \left |— \leftarrow & \Leftarrow & \leftharpoondown —

\leftharpoonup <

\leftrightarrow <« \Leftrightarrow <
\Il K \lmoustJ

\leq < \lIfloor |
\Longleftarrow <
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\Longleftrightarrow <

\limit



\Longrightarrow =  ??? \lrhrar \lvec”

\mapsto — \matrix ll \medsp ??? \mid| \middle @ \models E \mp + \mup \Mu M
\nabla V \nbsp \ne#z \nearrow 2 \neg- \neq=# \ni3 \norm || \notcontain ?
\notelement € \notin & \nuv \NuN \nwarrow K
\co \OO \odot(® \of # \oiiint §ff \oiint ¢p \oint § \omega ® \Omega Q
\ominus & \open \oplus @ \otimes & \overbar ~ \overbrace™ \overbracket™
\overline ~ \overparen” \overshell ~
\parallel || \partial @ \perp L \phantom< \phi@ \Phi® \pm=z \pmatrix(M  \pppprime” \ppprime "
\pprime " \prec < \preceq < \prime ’ \prod TT \propto \psi P \Psi W
\qdrt V \quadratic x=(-b+V(b"2-4ac))/2a
\rangle ) \Rangle ) \ratio : \rbrace } \rbrack ] \rceil | \rdots ?2?? \Re®R \recto
\rfloor | \rho p \Rho P \rhvec~ \right - \rightarrow — \Rightarrow =
\rightharpoondown — \rightharpoonup =  \rmoust |  \root (I}
\scripta a \scriptA A \scriptb & \scriptB B \scriptc ¢ \scriptC C \sciptz z \scriptZ
Z \sdiv / \sdivide / \searrow N  \setminus \ \sigmao \Sigma X \sim ~ \simeq
= \smash \smile — \spadesuit 4 \sqcap n \sqcup LI \sqrt v \sqsubseteq =
\star * \subset C \subseteq & \succ > \succeq > \sum }; \superset O \superseteq =2

\swarrow v

\taut \TauT \therefore .. \theta 0 \Theta © \thicksp \tilde ~ \times x
\to> \topT \tvec

\ubar _ \Ubar _ \underbar — \underbrace o \underbracket _ \underline=  \underparen o
\uparrow T \Uparrow ft \uplus & \upsilon u \Upsilon Y

\varepsilon € \varphi ¢ \varrho p \varsigma ¢ \vartheta 9 \vbar | \vdash + \vdots :

\vec” \veeV \vert | \Vert \Vmatrix (N) \vphantom §§  \vthicksp

\wedge A \wp o \wr?

i€ \Xi

\zeta { \Zeta Z \zwnj
~N= - 4 << <= -> >= >>

Simboluri pe categorii

e Alfabetul grec: \alpha « \Alpha A \beta g \Beta B \GI' \GammaTl \delta 6
\Delta A \etan \EtaH \epsilon € \iotat \lotal \kappa k \Kappa K
\lambda A \Lambda A \mup \Mu M \nuv  \NuN \rhop \Rho P \sigma o \Sigma
> \theta 6 \taut \TauT \Theta ® \upsilonu \UpsilonY \psip \PsiW \phip \Phi®

\Epsilon E \chix \Chi X \xi& \Xi =

\zeta { \Zeta Z \omega w \Omega Q \varepsilon € \varphi ¢ \varrho p
\varsigma ¢ \vartheta 9

e Alfabetul gotic: \fraktur a \frakturA2  \frakturbb  \frakturB®B \frakturcc \frakturC €
\frakturz 3 \frakturZ 3
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Operatori: \times x \sum ). \prod TT \ratio: \bigodot ® \bigoplus ® \bigotimes ®

\bigsqcup L \bigvee V \bigwedge A \boxdot [*]
\boxminus H \boxplus H \cdot - \sqrt v \cbrt N \qdrt v \ast *
\exists 3 \forall ¥ \circ o \itimes ¥ \pmz \mp + \ominus & \open F \oplus
) \otimes & \odot ©® \rect O \box O \nabla V \uplus & \Idiv /
\Idivide / \div+ \sdiv / \sdivide / \amalg 11 \coprod [|
e Integrale: \coint ¢ \aoint § \iiiint [Jff \iiint [ff \iint [[ \int [ \oiiint
i \oiint ¢p \oint$ \Imoust J \rmoust 1
e Semne de echivalenta: \sim ~ \simeq = \tilde ~ \equiv = \cong = \doteq = \Deltaeq £ \defeq
s \ge=> \geq= \les \legs \I K« \gg> \prec< \preceq < \succ >
\succeq > \neq # \ne # \approx= \asymp =
e Teoria multimilor: \in € \notin € \notelement& \ni3 \emptyset® \subsetcC \subseteq ©
\superset D>  \superseteq 2 \sqsubseteq = \cup U \cap N \bigcap N \bigcup U \notcontain # \sqcap
mn \sqcup LI \setminus \ \veeV \wedge A
e Paranteze:\anglez  \bra ( \langle ( \Ibbrack [ \lbrace \{ \lbrack [ \Iceil [ \ket )
\rangle ) \Rangle ) \rbrace } \rbrack ] \rfloor | \rceil ] \Ifloor | \left |— \right 4
e Sigeti: \downarrow |, \Downarrow U \dsmash { \asmash 1 \gets « \hooKleftarrow <
\hookrightarrow <  \hphantom & \hsmash & \Longleftarrow & \Longleftrightarrow <
\Longrightarrow =  \leftarrow & \Leftarrow & \leftharpoondown —
\leftharpoonup -~ \leftrightarrow <> \Leftrightarrow < \rightarrow - \Rightarrow =
\rightharpoondown — \rightharpoonup = \mapsto \nearrow 7 \smash ¥ \nwarrow K \searrow \
\swarrow ¢ \uparrow \Uparrow I \break ¢ \vphantom { \to > \tvec ~
e Litere speciale: \doubleA A \doubleB B ......... \doubleZ Z \scripta a \scriptA A \scriptb &
\scriptB B \scriptc ¢ \scriptC C \sciptz z \scriptZ 2 \aleph X \bet 2
\gimel 3 \dalet 7 \dd d \DdD \eee \ell€ \degc°C \degf °F
\j Jay \iid \jjJ \jmath] \wp \wr ¢ \hbar a \Im 3 \imath I
\oo \OO \ReR \root (r) \propto o« \Vmatrix (N)  \pmatrix (M)
e Pictograme: \cases © \diamond ¢ \diamondsuit ¢ \clubsuit % \bowtie x \middle @ \matrix l
\eqarrayl \phantom < \spadesuit # \heartsuit© \of # \because " \begin [ \end ]
\therefore .. \frown = \funcapply ! \smile — \star * \underline @
e Accente: \dot " \acute \ddddot ™  \dddot ™ \ddot \grave" \breve *
\hat” \check ~ \bar ~ \Bar ~ \pppprime ™ \ppprime”  \pprime "
\prime "\ overbar ~ \overbrace™ \overbracket™
\overline ~ \overparen” \overshell ~ \ubar _ \Ubar _ \underbar — \underbrace
\underbracket _ \underparen \vec” \lvec” \hvec~ \lhvec "~ \rhvec™
\neg - -
o Alte semne: \above - \below +— \mid | \vert |\top T \vdash - \dashv - \bot L \close-| \models E
\parallel || \partial @ \perp L \atop | \norm || \inc A \vbar | \infty co i .
20 g = == - -4 << <= -> >= >> \bullet - \degree ° \dots .. \cdots -
\ddots . \vdots :\ldots ... \rdots
e Spatii: \emsp \medsp \nbsp  \ensp \thicksp \hairsp
e Formule predefinite: \binomial(a + b)*n =Y, _(k = 0)*n #(nlk)a™k b"(n — k) \identitymatrix

(M(1&0&0@0&1&0@0&0&1)) \limit lim_(n—o0)!
\integral 1/2m [_0"2m #d6/(a+b sin 8)=1/V(a*2-b"2)
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Anexe

A Course in Mathematical Analysis (Volume |: Foundations and Elementary Real Analysis, Volume Il: Metric and

Resurse

Topological Spaces, Functions of a Vector Variable, Volume Ill: Complex Analysis, Measure and Integration) (Scribd)

THE CALCULUS PAGE PROBLEMS LIST

Schaum’s — 3.000 Solved Problems in Calculus

A Collection of Problems in Differential Calculus

Calculus 2 Solved Problems
ExampleProblems.com

Calculus Website

Exercises and Problems in Calculus
Paul's Online

WolframAlpha Examples

lon Craciun — Analiza matematica
Analysis (Sever Angel Popescu)

E. Kaslik, L. Tanasie — Calcul diferential si integral

Geometria curbelor si suprafetelor
Ecuatii diferentiale (Gheorghe Aniculdesei)

Curs de geometrie (Andrei-Dan Halanay)
Culegere anul |

Alina Gavrilut — Spatii metrice (13 cursuri)
Lefter — Curs Analiza

Atanasiu & Tofan - Analiza — Functii cu mai multe variabile

Coltescu &Dogaru — Calcul diferential
Procopiuc - Analiza si ecuatii diferentiale
Analiza-matematica-Cringanu

Duda & Trandafir - Culegere

Procopiuc & Ispas - Analiza-Matematica-Culegere

Curs analiza pentru ingineri electronisti

Elemente de calcul diferential pe dreapta reala

Scerbatchi - Curs de analiza

Metode-de-calcul-in-analiza-matematica-de-C-Dumitrescu-F-Smarandache

Madalina Roxana Buneci - Curs
Florin lacob - Analiza
Academia Militara — Calcul diferential

Duda & Gradinaru — Calcul integral cu aplicatii

275-exercices-et-problemes-d’analyse

Matepedia.ro
http://math.etc.tuiasi.ro/apletea/

Teoreme de Analiza Matematica - | (teorema Weierstrass-Bolzano)

Teoreme de Analiza Matematica - Il (teorema Borel - Lebesgue)

Bogdan Marcel — Analiza complexa
Understanding Multivariable Calculus
Matematici speciale (Munteanu)
Mecanica (Octavian)

Analiza (sinteza Instalatii)
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http://vignette4.wikia.nocookie.net/math/images/6/60/1._A-Course-in-Mathematical-Analysis.pdf/revision/latest?cb=20151213075215&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/4/4b/2._A-Course-in-Mathematical-Analysis.pdf/revision/latest?cb=20151213075216&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/4/4b/2._A-Course-in-Mathematical-Analysis.pdf/revision/latest?cb=20151213075216&path-prefix=ro
http://vignette2.wikia.nocookie.net/math/images/4/41/3.A-Course-in-Mathematical-Analysis.pdf/revision/latest?cb=20151213075216&path-prefix=ro
https://www.scribd.com/document/325482154/A-Course-in-Mathematical-Analysis-Cambridge
https://www.math.ucdavis.edu/~kouba/ProblemsList.html
https://docs.google.com/file/d/0B4IIN-Yl_suNN1I4YTRHU1paRHc/edit
http://faculty.ung.edu/jallagan/Courses%20materials/Math%201450%20Calculus%201/Syllabus%20and%20ebook/problems%20and%20solutions%20for%20calculus%201.pdf
http://www.yildiz.edu.tr/~isiap/donem2/mat114.htm
http://exampleproblems.com/wiki/index.php/Main_Page
http://cims.nyu.edu/~kiryl/calculus.html
http://web.pdx.edu/~erdman/CALCULUS/CALCULUS_pdf.pdf
http://tutorial.math.lamar.edu/
http://www.wolframalpha.com/examples/Calculus.html
http://vignette4.wikia.nocookie.net/math/images/0/0d/Craciun_-_Analiza.pdf/revision/latest?cb=20151205060411&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/a/aa/Analysis_%28Sever_Angel_Popescu%29.pdf/revision/latest?cb=20160814190634&path-prefix=ro
http://web.info.uvt.ro/~kaslik/pdf/calcul.pdf
http://vignette3.wikia.nocookie.net/math/images/c/cf/Geometria_curbelor_%C5%9Fi_suprafe%C5%A3elor_%28Cr%C3%A2%C5%9Fm%C4%83reanu%29.pdf/revision/latest?cb=20160708091237&path-prefix=ro
http://vignette3.wikia.nocookie.net/math/images/c/cf/Geometria_curbelor_%C5%9Fi_suprafe%C5%A3elor_%28Cr%C3%A2%C5%9Fm%C4%83reanu%29.pdf/revision/latest?cb=20160708091237&path-prefix=ro
http://vignette2.wikia.nocookie.net/math/images/9/91/Ecua%C5%A3ii_diferen%C5%A3iale_%28Gheorghe_Anicul%C4%83esei%29.pdf/revision/latest?cb=20160708092301&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/8/89/Curs_de_geometrie_%28Andrei-Dan_Halanay%29.pdf/revision/latest?cb=20160708091944&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/a/ab/Analiza-Matematica-Culegere-Anul-I.pdf/revision/latest?cb=20150824192420&path-prefix=ro
http://www.math.uaic.ro/~gavrilut/index.php?id=teaching
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/b/b3/Adriana_Lefter_-_Curs_de_Analiz%C4%83.pdf/revision/latest?cb=20160708110524&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/b/b3/Adriana_Lefter_-_Curs_de_Analiz%C4%83.pdf/revision/latest?cb=20160708110524&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/f/f0/Analiza-Matematica-Curs.pdf/revision/latest?cb=20150824192420&path-prefix=ro
http://vignette2.wikia.nocookie.net/math/images/9/97/Calcul_diferential_%28Coltescu%26Dogaru%29.pdf/revision/latest?cb=20151209075617&path-prefix=ro
http://vignette3.wikia.nocookie.net/math/images/5/5f/Analiza-Matematica-Si-Ecuatii-Diferentiale.pdf/revision/latest?cb=20150812200753&path-prefix=ro
http://vignette2.wikia.nocookie.net/math/images/0/05/Analiza-matematica-Cringanu.pdf/revision/latest?cb=20151209074816&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/b/ba/Elemente-de-analiza-mat-culegere-1.pdf/revision/latest?cb=20150901150429&path-prefix=ro
http://vignette2.wikia.nocookie.net/math/images/9/9c/Procopiuc-Gheorghe-Analiza-Matematica-Culegere-de-Probleme.pdf/revision/latest?cb=20151015184319&path-prefix=ro
http://vignette2.wikia.nocookie.net/math/images/4/4e/Curs-Analiza-Ing-El.pdf/revision/latest?cb=20150824192528&path-prefix=ro
http://vignette3.wikia.nocookie.net/math/images/b/b4/Elemente-de-calcul-diferen%C8%9Bial.pdf/revision/latest?cb=20150812200528&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/8/89/Scerbatchi.pdf/revision/latest?cb=20151209080239&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/8/89/Scerbatchi.pdf/revision/latest?cb=20151209080239&path-prefix=ro
http://www.utgjiu.ro/math/mbuneci/book/am2013_ro.html
http://vignette2.wikia.nocookie.net/math/images/a/af/Florin_Iacob_-_Analiza.pdf/revision/latest?cb=20151203052218&path-prefix=ro
http://vignette3.wikia.nocookie.net/math/images/e/ef/Calcul_diferential-_culegere_%28Acad_Milit%29.pdf/revision/latest?cb=20151209075813&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/8/88/Calcul-Integral.pdf/revision/latest?cb=20150901150242&path-prefix=ro
http://vignette4.wikia.nocookie.net/math/images/a/ac/275-exercices-et-problemes-danalyse.pdf/revision/latest?cb=20151118112042&path-prefix=ro
http://matepedia.ro/
http://math.etc.tuiasi.ro/apletea/
http://depmath.ulbsibiu.ro/educamath/em/vol3nr1_2/craciunas/craciunas.pdf
http://depmath.ulbsibiu.ro/educamath/em/vol4nr1/craciunas/craciunas.pdf
http://www.science.upm.ro/~apetrescu/OLD/public_html/Analiza%20Complexa/Analiza%20Complexa.pdf
http://vignette2.wikia.nocookie.net/math/images/7/77/Understanding-Multivariable-Calculus.pdf/revision/latest?cb=20160112123428&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/b/b8/Matematici_speciale_%28Munteanu%29.pdf/revision/latest?cb=20160725033958&path-prefix=ro
http://vignette3.wikia.nocookie.net/math/images/f/f8/Mecanica_%28Octavian%29.pdf/revision/latest?cb=20160725034247&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/8/89/Analiz%C4%83_%28sintez%C4%83_Instala%C5%A3ii%29.pdf/revision/latest?cb=20160725034400&path-prefix=ro

Matematici speciale (G. Popescu)

Analiza complexa (Bogdan Marcel)

Exercices de Math Sup

Math.univ-lyon1.fr

Compléments d’intégration

Real Variables with Basic Metric Space Topology
Help Engineers Learn Mathematics

Functions of a Complex Variable

Probleme de mecanica analitica

Recueil d'exercices sur le calcul infinitesimal (Frenet)
Mathematical Analysis (Predoi&Balan)

Teme Analizd (Constantinescu&Racila)

Analiza matematica (Daniel Daianu)

Cuprins

Preliminarii Calcul diferential = Calcul integral Anexe
Multimi, relatii, functii = Limita a unei functii Notatii utilizate
Multimi de numere Continuitate Simboluri
Topologie pe R Derivata Resurse
Inegalitati Index

Siruri Note
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http://vignette3.wikia.nocookie.net/math/images/b/b0/George_Popescu_Matematici_Speciale.pdf/revision/latest?cb=20160725034526&path-prefix=ro
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/0/0e/Analiza_Complexa_%28Bogdan_Marcel%29.pdf/revision/latest?cb=20160725034623&path-prefix=ro
https://www.maths-france.fr/MathSup/Exercices/index.php
http://math.univ-lyon1.fr/homes-www/gelineau/devagreg/
http://www.math.u-psud.fr/~perrin/enseignement/integrationpremiercycle.pdf
http://www.math.uiuc.edu/~r-ash/RV.html
http://nucinkis-lab.cc.ic.ac.uk/HELM/helm_workbooks.html
http://ndp.jct.ac.il/tutorials/complex/complex.html
http://vignette1.wikia.nocookie.net/math/images/d/d7/Probleme-de-Mecanica-Analitica.pdf/revision/latest?cb=20150822201355&path-prefix=ro
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Anexe

Index

A

acceleratie

AGNESI, MARIA GAETANA ~
ALEMBERT, JEAN LE ROND D'~
aplicatie: 0.1.6

aproximare

arc

ARHIMEDE

ARHIMEDE, axioma lui ~: 0.2.27
arhimediand, multime ~: 0.2.52

arie

asemanarea a doua multimi: 0.2.14
asimptota

axioma alegerii: 0.2.16

axioma lui ARHIMEDE: 0.2.27
axioma marginii superioare:
axiomele lui PEANO: 0.2.22

BANACH, STEFAN

banda Mébius

BERNSTEIN, teorema lui ~: 0.2.9
bijectie

binomul lui NEWTON

BOLZANO, BERNARD PLACIDUS
brahistocrona

CANTOR, GEORG

cardinalul unei multimi: 0.2.1
cardioida

catenara

CAUCHY, AUGUSTIN-LouUIs
camp: 0.2.44

camp vectorial

cel mai mic element: 0.2.11
centru de greutate

cerc
cicloida
cilindru

clasa de echivalenta: 0.1.10
codomeniul unei functii: 0.1.6
coeficient binomial

coliniaritate
combinari

complementara unei multimi:
compunerea a doud functii: 0.1.8
comutativitate

concav
concurenta

conjunctie

conex

constata lui EULER
constanta de integrare
continuitate
convergenta
convergenta absoluta
convex

coordonate carteziene
coordonate cilindrice
coordonate polare
coordonate sferice

corp: 0.2.44
cosinus director

criteriul comparatiei
criteriul integral
criteriul raportului
criteriul radacinii
curba

o

DEDEKID, JULIUS WILHELM RICHARD
definitia epsilon-delta

DE MOIVRE, ABRAHAM
demonstratie in diagonala

DE MORGAN, AUGUSTUS:
densa, multime ~: 0.2.51

derivata unei functii compuse
derivata produsului a doua functii
derivata raportului a doua functii
derivata

derivata dupa o directie

derivata la stanga/dreapta
derivata multipla

derivata partiala

descompunerea in fractii simple
determinant

diagrama VENN-EULER:
diferenta a doua numere naturale: 0.2.25

diferentiala

diferentiald implicita
dimensiune
discontinuitate

discret

distanta

distributivitate
divergent

divergenta

divizor al lui zero: 0.2.33

domeniu de definitie al unei functii: 0.1.6
domeniu de integritate: 0.2.33
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e

ecuatia dreptei
ecuatia unui plan
ecuatie diferentiala
ecuatie parametrica
echipotenta
element neutru
elipsa

elipsoid

epicicloida
EULER, LEONHARD

i

familie de multimi

formula LEIBNIZ-NEWTON
formula lui DE MOIVRE

formula lui EULER
formula lui GREEN

formula lui LAGRANGE

formula lui STIRLING
formula lui WALLIS
formulele lui VIETE
fractal

fractie continua
functie

functie continua
functie exponentiala
functie hiperbolica
functie impara
functie implicitd
functie inversabila
functie logaritmica
functie para

functie periodica
functie zeta

d

Gauss, Carl Friedrich
geodezica

gradient

graficul unei functii

grup

H

HAUSDORFF, principiul de

maximalitate al lui ~: 0.2.16

hiperbola
hiperboloid
homomorfism de inele: 0.2.38

l

imaginea unei functii
imaginea reciproca a unei multimi

inductie completa
inegalitatea Cauchy-Schwarz
inegalitatea lui Bernoulli
inegalitatea lui Napier
inegalitatea lui Weierstrass
inegalitatea triunghiului
inel

infinit

integrala

integrala de linie
integrala dubla

integrald improprie
integrare prin parti
integrare prin substitutie
interpolare

interval

invers

inversa unei functii
ipoteza continuului
iteratie

izomorfism

1

lege de compozitie interna: 0.2.4
legile lui De Morgan

lema lui TUCKEY: 0.2.16

lema lui ZORN: 0.2.16

limita a unui sir: 0.2.64

limita unei functii

limita la stanga/dreapta

logaritm

lungimea unui arc de curba

matrice

maximum

marginire

medie aritmetica

medie armonica

medie geometrica

metoda lui Newton

minimum

modul

monoid: 0.2.24

morfism de inele: 0.2.37

multime:_

multimea partilor unei multimi: 0.1.2
multime arhimediana: 0.2.52
multime asociata unei multimi: 0.2.2
multimea numerelor complexe: 0.2.66
multimea numerelor intregi: 0.2.29
multimea numerelor naturale: 0.2.20, 0.2.21
multimea numerelor rationale: 0.2.41
multimea partilor unei multimi: 0.1.2
multimea vida:

multime bine ordonata

multime densd: 0.2.51

multime factor (cat) a unei multimi printr-o
relatie de echivalenta: 0.1.10

multime ordonata: 0.1.11

multime total ordonata: 0.2.11

multimi asemenea: 0.2.14

multimi echipotente: 0.2.1

N

NEWTON, ISAAC
normala la o curba
normala la o suprafatd
normala la un plan
numarabil

numar algebric

numar cardinal: 0.2.1
numar complex: 0.2.66
numar intreg: 0.2.29
numar natural: 0.2.20, 0.2.21, 0.2.22
numar ordinal: 0.2.16
numar rational: 0.2.41
numar real

numarul lui Euler
numerele lui Fibonacci
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o

omomorfism de inele: 0.2.38

operator logic:
operatie: 0.2.4

operatii cu multimi:

P

panta

parabola

paraboloid

paralelism

parte fractionara

parte intreaga

parte stabild (fata de o operatie): 0.2.4
PEANO, axiomele lui ~: 0.2.22
perpendicularitate

pi

plan

preimaginea unei multimi printr-o functie: 0.1.6
prim element: 0.2.11

principiul de maximalitate HAUSDORFF: 0.2.16
principiul inductiei: 0.2.21, 0.2.22

principiul inductiei transfinite: 0.2.12, 0.2.21
produs a doud numere cardinale: 0.2.6

produs cartezian: 0.1.5

produs scalar

produs vectorial
progresie aritmetica
progresie armonica
proiectie
propozitie:

punct de contact
punct de inflexiune
punct de intoarcere
punct dublu

punct izolat

punct singular

R

raza de convergenta

raddcina de ordinul n a unitatii

radacina

regula lui L'Hopital

regula lui Simpson

regula paralelogramului

regula trapezului

relatie

relatie binard: 0.1.6

relatie de echivalenta: 0.1.9

relatie de ordine (partiald): 0.1.11
relatie de ordine totald: 0.2.11

relatie de recurenta

relatiile lui DE MORGAN: 0.1.1, 0.1.3
restrictia unei functii

reuniune disjuncta a doua multimi: 0.2.3
ridicarea la putere a unui numar cardinal: 0.2.7

Riemann, Georg Friedrich Bernhard
rotor

s

schimbare de variabila

scalar

sectiune conica

semidomeniu de integritate: 0.2.24
semidreapta: 0.2.12

semigrup: 0.2.24

semi-inel: 0.2.24

seria lui Gregory

serie

serie alternantd
serie armonica
serie convergenta
serie de puteri
serie geometrica
serie Fourier
serie Maclaurin
serie Mercator
serie Taylor

sfera

spatiu euclidian
spatiu vectorial
spirala lui Arhimede

succesorul unui numar natural: 0.2.22
suma a doud numere cardinale: 0.2.4

suma de puteri
suma partiala

sir: 0.2.54

sir CAUCHY: 0.2.54
sir convergent

m

tangenta (la o curba)

tautocrona

tautologie:

tdietura Dedekind

tensor

teorema bunei ordonari a lui ZERMELO: 0.2.16
teorema "clestelui"

teorema impadrtirii cu rest: 0.2.28

teorema lui FELIX BERNSTEIN: 0.2.9
teorema lui Pitagora

teorema lui Rolle
teorema valorii intermediare

tipul de ordine a unei multimi: 0.2.16
topologie

tor
traiectorie
transformare de coordonate

trihotomie: 0.2.11
TUCKEY, lema lui ~: 0.2.16

v

valoare absoluta: 0.2.53
valoare de adevar:
valoare medie

vector

vector de pozitie

viteza

volum

volumul unui corp de rotatie

W

Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm

d

ZERMELO, ERNST FRIEDRICH
FERDINAND

ZERMELO, teorema bunei ordonari a lui ~:

0.2.16

ZORN, lema lui™
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