Programa Olimpico de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 3 Aula 4
Prof. Rodrigo Pinheiro

Propriedades do ortocentro

O ortocentro é o ponto de encontro das trés alturas de um tridngulo arbitrario. Se o
triangulo for retangulo, é imediato que o ortocentro coincide com o vértice de angulo reto.
O ortocentro é exterior ao triangulo sempre que o triangulo for obtusangulo e é interior
quando for acutangulo.

Teorema 1. Sejam H, O, o ortocentro e o circuncentro de um AABC, respectivamente.

Entao ZHAB = ZOAC.
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Demonstracao. Considere o caso em que o triangulo é acutangulo. O caso em que o
triangulo é obtusangulo é andlogo e é um bom exercicio. Tente! Seja /HAB = «. Tem-se,
ZABC = 90° — a. Sabemos que ZAOC = 2.ZABC = 180° — 2.a. Mas, ZOAC = ZOCA,

portanto ZOAC = «a. Por isso, dizemos que AH e AO sao isogonais (formam angulos iguais
com os lados adjacentes).

Problema 1. No triangulo acutangulo ABC, a distancia do vértice A ao ortocentro é igual
ao raio da circunferéncia circunscrita. Determine os possiveis valores do dngulo Z/BAC.
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Solugcao. Sejam H e O o ortocentro e o circuncentro do tridngulo ABC'; D é o pé da altura
relativa ao lado AB e M o ponto médio do lado AC. Entao, como AH = AO, ZHAD =
ZOAM, ZHDA = ZOM A, segue que os triangulos ADH e AMO sao congruentes. Logo,
AD = AM = ATC. Logo, no tridangulo ADC, temos cos A = ﬁ—D = %, e como o triangulo é
acutangulo temos ZBAC = 60°.

Teorema 2. O simétrico do ortocentro em relacao a cada um dos lados do triangulo esta
sobre o circulo circunscrito.

Demonstracao. Considere o caso em que o triangulo é acutangulo. O caso em que o
triangulo é obtusangulo serda deixado como exercicio. Seja D o pé da altura relativa ao
lado BC' e Hy o ponto onde essa altura reencontra o circuncirculo (circulo circunscrito ao

triangulo ABC). Logo ZHBC = /DAC = 90° — £ZC. Mas ZH\BD = £1¢ = /H, AC.
Entdao AHBD = AH\BD = HD = DH;.

Problema 2. Usando régua e compasso, construa um triangulo ABC conhecendo apenas o
vértice A, o ortocentro H e a circunferéncia circunscrita.
Solucdo. Facamos o esbogo do tridngulo:

A
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O prolongamento de AH encontra a circunferéncia circunscrita em um ponto Hj tal
que Hi é o simétrico de H em relacao a BC. Assim, BC é mediatriz do segmento H Hj.

Portanto, fazemos a seguinte construcao: ligamos AH até encontrar a circunferéncia
circunscrita no ponto Hi. Entao, construimos a mediatriz de H Hy, que encontra a circun-
feréncia circunscrita nos pontos B e C, e o triangulo ABC é construido.
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Teorema 3. Os simétricos do ortocentro em relacao a cada um dos pontos médios dos lados
de um triangulo encontram-se sobre o circulo circunscrito.

Demonstracdo. Considere o caso em que o triangulo é acutangulo (Veja figura a seguir).
O caso em que o triangulo é obtusangulo serda deixado como exercicio. Seja M o ponto
médio do lado BC do triangulo ABC. H e N sao o ortocentro e o simétrico de H em
relagao ao ponto M, respectivamente.

No quadrildtero HBNC, as diagonais se cortam os meio (BM = MC e HM = MN).
Logo, HBNC é um paralelogramo, do modo que Z/BNC = Z/ZBHC. Mas, /ZBHC = 180°—
LA, e assim, ZBAC + ZBNC = ZA+ (180° — LA) = 180°. Portanto HBNC' é inscritivel
e o ponto N encontra-se sobre o circuncirculo de ABC', como queriamos demonstrar.
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Problema 3. (Cone Sul - 1998) Sejam H o ortocentro do triangulo ABC' e M o ponto médio
do lado BC'. A reta HM intersecta o circulo circunscrito de ABC em X, pertencente ao
arco BC que nao contém A, e BH encontra o circulo circunscrito em Y. Mostre que
XY = BC'. Solucao.

Como X estd sobre o arco BC' que nao contém A e sobre a reta HM, é facil ver que X
coincide com o simétrico de H em relacdo ao ponto médio M. Além disso, o quadrildtero
BXCH é um paralelogramo, de modo que XC é paralelo a BH. Entao, BXCY é um
trapézio isosceles, e portanto tem as diagonais iguais, ou seja, XY = BC.
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Triangulo Ortico
Considere um tridngulo nao retangulo ABC, e sejam D, E, F os pés das alturas de
ABC. O triangulo DEF é chamado triangulo ortico do triangulo ABC.

Lema 1. O ortocentro H do tridngulo ABC' é o incentro de seu triangulo Ortico DEF.
Demonstracdo. Seja ZABE = « . Entao ZFCA = 90° — ZA = « . Observe que
o quadrildtero BDFH ¢ inscritivel (pois Z/ZBDH + /BFH = 180°). Logo, ZFDH =
/FBH = a. Analogamente, /EDH = « . Portanto, H estd na bissetriz do angulo D. Do
mesmo modo, é ficil verificar que H pertence a bissetriz de F'; ou seja H é o incentro do
triangulo DEF'.

Problema 4. Usando apenas régua e compasso, construa um tridngulo ABC' conhecendo
0s pontos que sao os simétricos do ortocentro em relacao aos lados AB, BC' e CA.
Solucdo. Sejam X, Y e Z os simétricos do ortocentro em relagio a BC, CA e AB,
respectivamente. Observe que XY é paralelo & reta que liga os pés das alturas relativas
a BC e CA. Dessa forma, os lados do tridngulo XY Z sdao paralelos, respectivamente, aos
lados do triangulo 6rtico de ABC'. Entao, H é o incentro do tridngulo XY Z.

Segue a seguinte construcao: Primeiro, encontramos o circuncentro O do triangulo XY Z
(encontro das mediatrizes dos lados) e construimos a circunferéncia circunscrita (com centro
O eraio OX. Em seguida, construimos as bissetrizes dos angulos de XY Z, que intersectam
a circunferéncia circunscrita nos pontos A, B e C, determinando o triangulo ABC.
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Problema 5. Sejam D, E e F os pontos médios dos lados AB, BC' e AC' do triangulo
ABC, respectivamente. BL é a altura relativa ao lado AC'. Mostre que /DFFE = /DLE.

Problema 6. No tridngulo ABC, as alturas AD e BE se cortam em H; M, N e P sdo os
pontos médios de BC, AB e AH, respectivamente. Mostre que ZM NP = 90°.

Problema 7. Prove que, em todo tridngulo, a circunferéncia cujo diametro é um lado do
triangulo passa pelos pés das alturas relativas aos outros dois lados.

Problema 8. As bissetrizes internas de um triangulo ABC' encontram o circulo circunscrito
novamente nos pontos M, N e P. Mostre que o incentro I do triangulo ABC é o ortocentro
do triangulo M N P.

Problema 9. Sejam AD e BFE as alturas relativas aos lados BC e AC, respectivamente,
do triangulo ABC', H o ortocentro, M o ponto médio de AB e N o ponto médio de C'H.
Mostre que M N é perpendicular e passa pelo ponto médio de DE.

Problema 10. A bissetriz interna do angulo A do triangulo ABC encontra o circulo circuns-
crito no ponto M. Verifique que M é o ponto médio do arco BC' e que M é o circuncentro
do tridangulo BIC, em que I é o incentro do tridngulo ABC.

Problema 11. Sejam O o circuncentro e H o ortocentro do triangulo ABC. Seja O, o
simétrico de O em relacao ao lado BC. Mostre que O, ¢ o circuncentro do triangulo BC'H.

Problema 12. Seja H o ortocentro do triangulo ABC'. Mostre que os circulos circunscritos
aos tridngulos ABH, BCH ¢ CAH tém todos o mesmo raio, o qual é igual ao circunraio
do triangulo ABC.

Problema 13. As alturas relativas aos lados AB e AC do triangulo ABC' encontram o
circuncirculo de ABC nos pontos D e E, respectivamente. Mostre que AD = AF.

Problema 14. O triangulo ABC' est4 inscrito em um circulo de centro O. Seja T a circun-
feréncia que passa pelos pontos A, O e B. As retas CA e CB interceptam 7 em D e F,
respectivamente. Prove que CO é perpendicular a DFE.

Problema 15. Construa um triangulo conhecendo apenas o circuncentro O, o ponto H, pé
da altura relativa ao lado BC e o ponto D, pé da bissetriz interna do dngulo /A.

Problema 16. Prove que as trés retas através dos pontos médios dos lados de um triangulo
e paralelas as bissetrizes dos angulos opostos sao concorrentes em um ponto.

Problema 17. Seja ABC um tridngulo acutangulo de ortocentro H e circuncentro O. A
mediatriz do segmento AH corta AB no ponto P e AC no ponto (). Demonstre que
ZAOP = ZAOQ.

Problema 18. Sejam H, O o ortocentro e o circuncentro do triangulo ABC. AD, BFE e
CF séo as alturas relativas aos vértices A, B e C. Suponha que OH seja paralelo a AC.
Mostre que os lados do triangulo DEF' estao em progressao aritmética.
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Problema 19. Sejam AD, BE e C'F as alturas do tridngulo acutangulo ABC. A reta por
D paralela a FF encontra os lados AC' e AB nos pontos () e R respectivamente. A reta
EF intersecta BC' no ponto P. Prove que a circunferéncia circunscrita ao triangulo PQR
passa pelo ponto médio de BC'.

Problema 20. Sejam H o ortocentro do triangulo ABC', nao retangulo, e M o ponto médio
do lado BC. A circunferéncia de diametro AM encontra a circunferéncia circunscrita ao
AABC em um segundo ponto P. Mostre que os pontos P, H e M sao colineares.

Problema 21. Seja ABC' um triangulo acutangulo. Trés retas LA, LB, LC' sao construidas
através dos vértices A, B e C respectivamente de acordo com as seguintes regras: seja H o
pé da altura tracada do vértice A para o lado oposto BC, seja SA o circulo com diametro
AH; SA encontra os lados AB e AC em M e N respectivamente, onde M e N so distintos
de A; entdo LA ¢é a reta através de A perpendicular a MN. As retas LB e LC sao
construidas analogamente. Prove que LA, LB, LC sao concorrentes.

Problema 22. E possivel construirmos um triangulo sendo conhecidos apenas o ortocentro
e dois dos pontos médios dos lados?

Problema 23. Considere trés circulos congruentes concorrentes em um ponto P. Sejam A,
B, C os outros pontos de interse¢ao dos circulos. Entao o raio comum destes trés circulos
é igual ao raio do circulo circunscrito de ABC, e P é o ortocentro de ABC'.

Problema 24. Sejam H e O o ortocentro e o circuncentro do tridngulo ABC'. Mostre que a
distancia do ortocentro a um vértice é o dobro da distancia do circuncentro ao lado oposto
a este vértice.

Problema 25. Mostre que, em todo tridngulo, o ortocentro H, o baricentro G e o circun-
centro O sdo colineares. (A reta que contém estes pontos é chamada reta de Euler). Mostre
ainda que H, G e O estao sempre na razao HG : GO =2 : 1.

Problema 26. (Circulo dos Nove Pontos) Sejam H o ortocentro e O o circuncentro do
triangulo ABC. M, N e P sao os pontos médios dos lados BC', CA e AB, respectivamente;
D, E e F sao os pés das alturas relativas aos lados BC', C'A e AB, respectivamente; R, S e
T sao os pontos médios de AH, BH e C'H, respectivamente. Os nove pontos M, N, P, D,
E, F, R, S, T estdo sobre uma circunferéncia, com centro no ponto médio de OH e cujo
raio é metade do raio do circulo circunscrito a ABC'. O circulo que contém estes pontos é
chamado circulo de Euler ou circulo dos nove pontos do tridngulo ABC.

Problema 27. Prove que o raio do circulo dos nove pontos é igual a metade do raio do
circulo circunscrito.

Problema 28. Seis diferentes pontos sao escolhidos sobre uma circunferéncia. O ortocentro
do tridangulo formado por trés destes pontos é ligado ao baricentro do tridngulo formado
pelos outros trés. Prove que os 20 segmentos que podem ser determinados desta maneira
sao todos concorrentes.
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Problema 29. Seja H o ortocentro do ABC'. Prove que as retas de Euler dos triangulos
ABC, BCH, CAH, ABH sao todas concorrentes. Em que notéavel ponto ABC' estas retas
concorrem?

Problema 30. Seja H o ortocentro de um tridngulo ABC, tal que AC # BC. O segmento
que une os pontos médios de HC' e AB intercepta a bissetriz do angulo ZAC B no ponto

N. Sabendo que o circuncentro do tridngulo ABC' pertence a reta que liga os pontos H e
N, determine a medida do ZACB.

Problema 31. (OCSF) ABCD é um paralelogramo, H é o ortocentro de ABC e O é o
circuncentro de AC'D. Prove que H, O e D sao colineares.



