Combinatdria 03 - Paridade

Problema 6. Existe alguma solugdo inteira para a equagdo a - b - (a — b) = 450457

Solucao. N3o. Se a e b tiverem paridades diferentes entdo um dos dois é par, de forma que
a - b é par. Mas isso é uma contradicdo ja que 45045 é impar.

Agora, se a e b tiverem a mesma paridade entdo a — b deve ser par e do mesmo modo chegamos
a uma contradicdo.

Logo, ndo ha solugado inteira.

Problema 7. Os niimeros 1,2, ..., n estdo escritos em sequéncia. E permitido permutar quais-
quer dois elementos. E possivel retornar a posicdo inicial apés 2001 permutagdes?

Solucao.

Dizemos que uma sequéncia tem uma inversdo quando um nimero maior vem antes de um
ndmero menor.

O ndmero de inversdes de uma sequéncia é o nimero de pares (a,b) com a > b que podemos
encontrar na sequéncia tais que a aparece antes de b.

Por exemplo, o nimero de inversdes da sequéncia (1,3,2,5,4) é 2.

Verifique que ao permutarmos 2 nimeros, a paridade do nimero de inversGes muda.

No problema, a sequéncia inicial tem 0 inversdes. Como s3o feitas 2001 permutacdes, temos
2001 mudancas de paridade do nimero de inversdes. Dessa forma, o niimero de inversoes final
deve ser impar.

Ent3o n3o podemos ter, ao fim, a sequéncia inicial.

Problema 8. Um circulo estd dividido em seis setores que estdo marcados com os ndmeros
1, 0, 1, 0, 0, 0 no sentido horario. E permitido somar 1 a dois setores vizinhos. E possivel,
repetindo esta operacdo vdrias vezes, fazer com que todos os niimeros se tornem iguais?

Solucao. Suponha que os nimeros nos setores sejam a1, as, ag, a4, as € ag no sentido horario.
Vamos chamar de S o médulo do nimero a1 — as + a3 — a4 + a5 — ag.

Note que ao somar 1 a dois setores vizinhos o valor de S n3o se altera.

Entdio S=1-04+1-04+0—-0=2.

Desse modo, é impossivel que todos os nlimeros sejam iguais pois terfamos S = 0.



Problema 9. E possivel que as seis diferengas entre dois elementos de um conjunto de quatro
nimeros inteiros serem iguais a 2, 2, 3, 4, 4 e 67

Solugdo. N3o. Imagine que o conjunto seja {a, b, c,d}. Entdo podemos supor 3 = a — b.
Masa—b=(a—c)+ (c—b)ea—cec—bsio diferencas de dois elementos do conjunto.
Porém, todas as diferengas, com exce¢do de 3, sdo pares. Logo, (a — ¢) + (¢ — b) é par.
Isso é uma contradi¢do ja que esse valor é igual a 3 que é impar.

Concluimos que n3o é possivel que as diferencas sejam essas.

Problema 10. Raul falou que tinha dois anos a mais que Katia. Katia falou que tinha o dobro
da idade de Pedro. Pedro falou que Raul tinha 17 anos. Mostre que um deles mentiu.

Solugao. Suponha que ninguém mentiu. Entdo Raul tem 17 anos e portanto Katia tem 15
anos. Mas Katia tem o dobro da idade de Pedro e, portanto, sua idade deve ser par, contradic3o.
Logo, alguém deve ter mentido.

Problema 11. (Torneio das Cidades 1987) Uma mdquina da cinco fichas vermelhas quando
alguém insere uma ficha azul e da cinco fichas azuis quando alguém insere uma ficha verme-
lha. Pedro possui apenas uma ficha azul e deseja obter a mesma quantidade de fichas azuis e
vermelhas usando essa maquina. E possivel fazer isto?

Solucdo. N3o. Observe que quando Pedro insere uma ficha e recebe cinco seu nimero de
fichas aumenta 4 unidades. Logo, a paridade do nimero de fichas ndo muda.

Para ter a mesma quantidade de fichas azuis e vermelhas Pedro deve ter um nimero par de
fichas, mas isso ndo é possivel jd que ele inicialmente sé possui 1 ficha e 1 é impar.

Problema 12. (China 1986) Considere uma permutagdo dos ndmeros 1, 1, 2, 2, ..., 1998,
1998 tal que entre dois niimeros k existem k nimeros. E ou n3o possivel fazer isto?

Solugao. Contados da esquerda para a direita, denotemos por ay, e by as posicdes do primeiro
e segundo ndmero k, respectivamente. Note que 1 < ap < b < 2 x 1998

Como existem k nimeros entre dois nimeros k's, devemos ter by, — ap, = k + 1. Se é possivel
escrever os numeros 1, 1, 2, 2, ..., n, n em linha como no enunciado, obtemos:

(a1 +as+...+ap)+b1+ba+...4+b) =14+24+...+2n=n(2n+1)

(n+1)(n+2)
2

(b1 —a1)+ (b2 —a2)+...+(bp—an)=2+3+...+(n+1) = -1

Somando as duas linhas,
5n(n+1)

Q(bl—l-bg—l—...—i—bn): 5



Sn(n+1)

Logo, a fracdo deve ser um inteiro par.

Para n = 1998,

snln +1) = 9985005

é impar e consequentemente n3o é possivel dispormos esses nimeros em linha.

Problema 13. (Rdssia 2004) E possivel colocarmos niimeros inteiros positivos nas casas de um
tabuleiro 9 x 2004 de modo que a soma dos niimeros de cada linha e a soma dos niimeros de
cada coluna sejam primos? Justifique sua resposta.

Solucao. Suponha que seja possivel fazer tal construcdo. Sejam L1, Lo, ..., Lg as somas dos
nimeros de cada uma das 9 linhas, e C1,C5, ..., Cops as somas dos niimeros de cada uma
das 2004 colunas. Como cada L; e C; sdo primos, estes devem ser niimeros impares (ja que
sdo soma de pelo menos nove inteiros positivos e portanto sdo maiores que 2). Seja S a soma
de todos os niimeros do tabuleiro. Por um lado teriamos:

S=L1+Lo+...+ Ly
donde concluimos que S é impar, pois é soma de 9 impares. Por outro lado:
S=C1+Co+...+ Cyps

e daqui concluimos que S é par, pois é uma soma de uma quantidade par de impares, o que é
um absurdo. Logo, tal constru¢ao n3o é possivel.

Problema 14. O ndmero A possui 17 digitos. O ndmero B possui os mesmos digitos de A,
porém em ordem inversa. E possivel que todos os digitos de A + B sejam impares?

Solucao. N3o. Vamos mostrar que algum dos digitos deve ser par. Considere a seguinte soma:

16 A15 A14 Q13 @12 A11 A0 a9 ag ay AaAg as a4 a3z Az ap ag
+ ap ar az a3 a4 as ag ay ag ag ajg a1l a12 @13 A4 A15 a16
T17 T16 T15 T14 713 T12 T11 T10 9 78 T7 Te T5 T4 T3 T2 T1 To

Se rg for par (teriamos rg = 2ag — 10k) entdo o problema acaba. Suponha entdo que isso n3o
ocorre. A Unica possibilidade é a de que a soma anterior ficou maior do que ou igual a 10 e 1
foi adicionado a soma dos as.

Temos dois casos:

e a7 +ag =9 e asoma deles (acima de r7) recebeu um 1 da soma anterior, isso implicaria
que 77 = 0 e o problema acabaria aqui;

e 0 segundo caso é a7 + ag > 10.



Vamos entdo supor que a7 + ag > 10.

Repare que se a7 4+ ag > 10 entdo rig = a9 + ag + 1 — 10k.

Se r19 e 1¢ tiverem paridades diferentes, um dos dois serd par e entdo o problema acaba.
Vamos supor que isso ndo ocorre. Para que isso ndo ocorra, a soma acima de rg também deve
receber um 1 da soma anterior.

Dessa forma, analogamente como fizermos com a7 + ag, podemos supor que as + a11 > 10.
Usando o mesmo argumenta de paridades diferentes entre 15 e 74 chegamos a suposicao de
que a3 + a3 > 10.

Repetindo mais uma vez esse processo nés chegamos em a1 + a5 > 10.

Com isso, nds concluimos que a soma acima de rig receberd um 1 da soma anterior que é a
de ai5 + a;. Isso quer dizer que rig = aig + ag + 1 — 10k. Porém, como n3o ha soma antes
de g, devemos ter 7o = ag + a1g — 10k’. Note que 7y e ri1g tém paridades diferentes e entdo
algum dos dois é par. Isso conclui a demonstra¢ao.

Repare que esses argumentos valem para qualquer natural com um ndmero impar de digitos,
basta que exista o digito do meio - nesse caso é o as.

Problema 15. Considere um tabuleiro 1998 x 2002 pintado alternadamente de preto e branco
da maneira usual. Em cada casa do tabuleiro, escrevemos 0 ou 1, de modo que a quantidade
de 1s em cada linha e em cada coluna do tabuleiro é impar. Prove que a quantidade de 1s
escritos nas casas brancas é par.

Solucdo. Seja a;; o nimero escrito na casa da i-ésima linha e da j-ésima coluna, 1 <7 < 1998
e 1 <j<2002. Acasa (i,j) é branca se e somente se 7 e j possuem a mesma paridade.

999 2002

L= Z Z agi—1,j

i=1 j=1

é a soma dos nlimero nas 999 linhas de ordem impar. Como a soma dos niimeros de cada linha
é impar, L é impar. De maneira andloga, a soma dos nimeros nas 1001 colunas de ordem par

1001 1998

=YY

j=1 i=1

também é impar. Seja P o conjunto de todas as casas pretas que estdo em colunas de ordem
par, e S(P) a soma de todos os niimeros escritos nas casas de P.

Cada ndmero escrito em uma casa de P aparece exatamente uma vez na soma L e exatamente
uma vez na soma C. Ademais, cada nliimero escrito em uma casa branca aparece exatamente
uma vez na soma L 4+ C. Assim, a soma dos nimeros escritos nas casas brancas é igual a
L+ C —2S5(P), que é par.



Problema 16. (Ucréania 1997) Considere um tabuleiro pintado de preto e branco da maneira
usual e, em cada casa do tabuleiro, escreva um nimero inteiro, de modo que a soma dos
nimeros em cada coluna e em cada linha é par. Mostre que a soma dos niimeros nas casas
pretas é par.

Solucao. A sélugdo é andloga a do problema anterior.

A casa (i,j) é a casa da i-ésima linha e j-ésima coluna. A casa (i,j) é preta se e somente se
i e j tém paridades diferentes.

Seja Ly e C a soma dos niimeros nas k-ésima linha e coluna respectivamente. Ent3o,

L=L1+Ls+Ls+L7+...
é a soma dos linhas de ordem impar e
C=C1+C3+Cs5+Cr+...

é a soma das colunas também de ordem impar. Como a soma dos nimeros em cada coluna e
em cada linha é par, L e C' devem ser pares.

Seja B o conjunto de todas as casas brancas em colunas de ordem impar, e S(B) a somas dos
nimeros escritos nas casa de B.

[0N

Cada casa de B é contada uma vez em C e uma vez em L. Além disso, cada casa preta
contada exatamente uma vez na soma L + C. Logo, a soma dos niimeros nas casas pretas
L+ C —25(B) que é par.
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